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Vit
VOORWOORD

Het Colloquium Numerieke Programmatuur, waarvan het eerste deel werd ge-
houden in de eerste helft van 1976, werd georganiseerd door de Afdeling
Numerieke Wiskunde van het Mathematisch Centrum. Het doel van de lezingen
was voornamelijk om geinteresseerden vertrouwd te maken met het gebruik
van de programmatheken ACCULIB (ALGOL 60 en FORTRAN), IMSL (FORTRAN),

NAG (ALGOL 60 en FORTRAN) en NUMAL (ALGOL 60). Het colloguium was dan ook
vooral bestemd voor, wat men bij de rekencentra noemt, de gebruiker. Hier-
mee worden de vele personen aangeduid, die voor de oplossing van hun
fysische, chemische, statistisch of andere problemen gebruik kunnen maken
van numerieke algoritmen die in de vorm van routines beschikbaar zijn in
de genoemde programmatheken bij de verschillende rekencentra. Er is dan
ook zoveel mogelijk geprobeerd om aan de hand van konkrete praktijk-
problemen het gebruik van de beschikbare programmatuur toe te lichten.

Het gebied van de numerieke wiskunde dat in het eerste deel van dit col-
loquium is bestreken is zeer ruim. Het omvat lineaire algebra, differen-
tiaalvergelijkingen, speciale funkties, Fouriertransformaties en optimali-
sering.

Wij hopen dat de twee boekjes waarin de lezingen van dit colloguium
zijn weergegeven voor de bovengenoemde gebruiker een nuttige gids kunnen
zijn bij de selektie van de juiste programmatuur voor de oplossing van zijn
problemen. Tenslotte wil de redakteur zijn dank betuigen aan degenen die
aan de totstandkoming van deze syllabus hebben meegewerkt, met name ook aan
mevr. I. Pins voor het typen van het manuscript en aan D. Zwarts en

J. Schipper voor het drukken en binden van deze boekjes.

J.C.P. B.






1. LINEAIRE ALGEBRA

1.1. Oplossing van stelsels lineaire vergelijkingen en inversie

door J.C.P. Bus

(Mathematisch Centrum)



1.1.1. Inleiding

Bezien we het totale gebied van de numerieke wiskunde dan kunnen we wel
konkluderen dat de numerieke (lineaire) algebra één van de meest uitgewerkte
deelgebieden is. Met name voor de oplossing van stelsels lineaire vergelij-
kingen bestaan vele goed geanalyseerde algoritmen en iedere programmatheek
bevat dan ook een uitgebreide verzameling programmatuur op dit gebied. Wij
zullen ons in deze bijdrage beperken tot vier programmatheken welke op het

SARA-systeem beschikbaar zijn of binnenkort beschikbaar komen. Dit zijn:

ACCULIB (ALGOL 60 en FORTRAN) ;
IMSL (FORTRAN) ;

NAG (ALGOL 60 en FORTRAN) ;
NUMAL (ALGOL 60) .

Het doel van deze bijdrage is tweeledig. Enerzijds willen wij een over-
zicht geven van de programmatuur voor het oplossen van stelsels lineaire ver-
gelijkingen en inversie, welke beschikbaar is in deze vier programmatheken.
Anderzijds willen we aan de hand van een probleem uit de molecuulfysika, de
knelpunten aangeven bij het gebruik van deze programmatuur voor het oplossen

van bepaalde problemen.

1.1.2. Overzicht van de beschikbare programmatuur

We beschouwen het probleem een lineair stelsel
(1.1.2.1) Ax =0b
op te lossen, waarbij A een (nxm)-matrix, x een m-vektor en b een n-vektor
is. Dikwijls zal men bij een gegeven matrix de oplossing van (1.1.2.1) wil-
len vinden voor verschillende rechterleden b. We kunnen dit noteren als:
los op

(1.1.2.1) ax = B,

waarbij B een (nxp)-matrix is van p rechterleden (kolommen van B); de

kolommen van de (mxp)-matrix X zijn dan de overeenkomstige oplossingen.



We zullen een overzicht van de programmatuur in de vier beschouwde
programmatheken geven door middel van een aantal tabellen. In tabel 1 wordt
een ruwe indeling gegeven van de verschillende stelsels lineaire vergelij-
kingen, waarbij naar de tabellen 2 t/m 6 wordt verwezen voor de te gebruiken
procedures of routines. In tabel 7 wordt de programmatuur voor het inverteren
van een matrix gegeven en in tabel 8 die voor het berekenen van de pseudo-

. . + . L
inverse. De pseudo-inverse A’ van een matrix A wordt gedefinieerd door:

+ +
AR"A A, a'an"

a*ta)’

1
>

+.T
at*a, (AR") " =

1]

B

a* is hierdoor éénduidig gedefinieerd voor elke A. Voor de berekening

+ .. .
van A zij verwezen naar sektie 1.2.

TABEL 1

Ruwe indeling van stelsels lineaire vergelijkingen.

Eigenschappen Verwijzing naar
van de matrix tabel
reéel,vol 5

n = m, rang

]
=}

reéel,vol

n >m, rang = m

3
kleinste-kwadraten-
oplossing
reéel, 4
rang < min(n,m)
reéel, ijl 5
n =m, rang = n
complex 6

In de verschillende tabellen worden routines, die uitsluitend geschikt
zijn voor het oplossen van een lineair stelsel met één rechterlid, aange-
geven door een asterisk (%) voor de naam. Bij de routines uit ACCULIB

duidt (A) en (F) op de programmeertaal ALGOL 60 resp. FORTRAN. Evenzo duidt



bijvoorbeeld FO4AAA/F in de NAG programmatheek op de routines FO4AAA in
ALGOL 60 en FO4AAF in FORTRAN. IMSL bevat alleen FORTRAN subroutines, ter-
wijl de NUMAL uitsluitend ALGOL 60 procedures bevat.

TABEL 2

Programmatuur voor het oplossen van lineaire stelsels

met een reéle, volle, niet-singuliere vierkante matrix.

( Alleen oplossen

geen nadere ACCULIB : *DETSOL (A)
specificatie DET + SOL (A)
*CROSOL (F)

CRODEC + SOLDEC (F)

IMSL :  LEQTIF

NAG : FO04AAA/F
*FO4ARA /F

NUMAL : *decsol

dec + sol
*gsssol

gsselm + solelm

Oplossen met iteratief verbeteren

IMSL :  LEQT2F

NAG : FO2AEA/F
*FO4ATA /F

NUMAL : *gssitisol

gsselm + itisol

Oplossen met berekening bovengrens fout

NUMAL : *gsssolerb
gsserb + solelm
*gssitisolerb

gssnri + itisolerb




symmetrische
positief
definiete

matrix

symmetrische
niet-positief
definiete

matrix

1)

L

Alleen oplossen

ACCULIB : SYMDEC + SYMSOLE (A)
*DETSOLSYM2 (A)
DETSYM2 + SOLSYM2 (A)
*DSOLSY (F)
CHODEC + SOLSYM (F)

IMSL : LEQT1P
NAG : FO1BFA/F + FO4AQA/F
NUMAL : *chldecsoll

chldecl + chlsoll
*chdecsol2
chldec2 + chlsol2

Oplossen met iteratief verbeteren

IMSL : LEQT2P
NAG : FO4ABA/F
*FO4ASA/F

Alleen oplossen

IMSL : LEQIS b

NUMAL : *symdecsoll 1

symdecl + symsoll L

*symdecsol2 D

symdec2 + symsol2 1

Oplossen met ieteratief verbeteren

IMSL : LEQ2S

De methode, die gebruikt is in de IMSL programmatheek is stabiel voor

indefiniete matrices. Dit geldt niet voor de methode die is gebruikt in

de NUMAL.



TABEL 3

Programmatuur voor het oplossen van lineaire overbepaalde stelsels

met reéle matrix van volle rang; kleinste-kwadratenoplossing.

Alleen oplossen

ACCULIB : *LEASTSQ (A)
DECOMPOSE + SOLVLQ (A)
DCMPOS + SOLVLQ (F)
NAG : FO1AXA/F + FO4ANA/F
NUMAL : *lsgortdecsol
lsgortdec + lsgsol

Oplossen met iteratief verbeteren

NAG : FO04AMA/F

TABEL 4

Programmatuur voor het oplossen van lineaire stelsels met

reéle matrix van orde nxm; niet noodzakelijk van volle rang.

Oplossen overbepaalde stelsels (n>m)

IMSL : LLSQAR
NUMAL : *solovr

grisngvaldec + solsvdovr

Oplossen onderbepaalde stelsels (n<m)

NUMAL : *solund

grisngvaldec + solsvdund

Oplossen homogene vergelijking

(rechterlid is nulvektor)

NUMAL : homsol



TABEL 5

Programmatuur voor het oplossen van stelsels lineaire

vergelijkingen met vierkante reéle, ijle, niet-singuliere matrix.

Direkte methoden

geen nadere NAG : FO3AJA/F of FO3AKA/F + FO4APA/F

specificatie

Alleen oplossen

bandmatrix IMSL : LEQTI1B
NUMAL : *decsolbnd
decbnd + solbnd

Oplossen met iteratief verbeteren

[ IMSL :  LEQT2B

Alleen oplossen

symmetrische IMSL : LEQ1PB
bandmatrix NAG : FO4ACA/F
(pos. definiet) NUMAL : *chldecsolbnd

chldecbnd + chlsolbnd

Oplossen met iteratief verbeteren

IMSL : LEQ2PB

Alleen oplossen

tridiagonaal- NUMAL : *decsoltri
matrix ] dectri + soltri
*decsoltripiv

dectripiv + soltripiv

Alleen oplossen

symmetrische NUMAL : *decsolsymtri
pos. definiete 9 decsymtri + solsymtri
tridiagonaal-

matrix L



Iteratieve methoden

ACCULIB : CG(Aa)
NUMAL : conj grad
conj resi
TABEL 6

Programmatuur voor het oplossen van stelsels lineaire

vergelijkingen met vierkante, niet-singuliere, complexe matrix.

Alleen oplossen

IMSL :  LEQTIC
NAG :  FO4ADA/F

Oplossen met iteratief verbeteren

IMSL :  LEQT2C

TABEL 7

Programmatuur voor inversie van een reéle, niet-singuliere matrix.

i Alleen inversie
geen nadere ACCULIB : DETINV (A)
specifikatie CRODEC + INVDEC (F)
IMSL : LINVIF
LINV3F
NAG : FO1AA/F
NUMAL : decinv
gssinv

Inversie met iteratief verbeteren

IMSL : LINV2F

Inversie met bovengrens fout

NUMAL : gssinverb



Alleen inversie

symmetrische ACCULIB : DETINVSYM2 (A)
positief CHODEC + INVSYM (F)
definiete IMSL : LINV1P
matrix NAG : FO1ADA/F
NUMAL : chldecinvl
1 chldecinv2

Inversie met iteratief verbeteren

IMSL :  LINV2P
NAG :  FO1ABA/F
L FO1ACA/F

Alleen inversie

1)
1)

symmetrische NUMAL : symdecinvl
niet-noodzake- symdecinv2

lijk positief

definiete
matrix L
-
Alleen inversie
symmetrische IMSL : LIN1PB

os. definiet . . .
p n € Inversie met iteratief verbeteren

bandmatrix

L IMSL : LIN2PB

) De methode, die gebruikt is in de IMSL programmatheek is stabiel voor
indefiniete matrices. Dit geldt niet voor de methode die is gebruikt in

de NUMAL.

TABEL 8
Programmatuur voor de berekening van de pseudo-inverse van een matrix.

IMSL : LPSDOR
NUMAL : psdinv

N.B. Meestal zal berekening van de pseudo-inverse niet nodig zijn en is een
singuliere waarden dekompositie voldoende, evenals inversie van een matrix

meestal niet nodig is maar de ontbinding voldoende.
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Opmerkingen

1. Als ergens in de tabellen twee routines tezamen worden gegeven, bijv. in
tabel 2: dec + sol, dan wordt daarmee aangeduid dat voor de oplossing van
het probleem eerst de eerste routine (dec) moet worden aangeroepen, gevolgd
door één of meer aanroepen van de tweede routine (sol).

2. Bij verschillende routines in de IMSL programmatheek bestaat de mogelijk-
heid een test op de precisie uit te voeren door een zekere integer waarde
aan de parameter IDGT mee te geven. Als aan de test is voldaan dan betekent
dit dat de gevonden oplossing de exacte oplossing is van een lineair stelsel
met een matrix die in IDGT decimalen overeenstemt met de gegeven matrix.

Het gebruik van deze parameter kan tot verwarring leiden omdat het niets
zegt omtrent het aantal korrekte decimalen in de berekende oplossing. Dit
blijkt duidelijk uit het volgende voorbeeld.

We losten een lineair stelsel op met de routines LEQTIF en LEQT2F.

De konditie van de matrix was 108. We deden dit voor IDGT = 0,2,4,6,8,10,12,
14. Het bleek dat LEQTIF een oplossing berekende met een relatieve fout van
210 - 7, terwijl alleen voor IDGT = 14 een waarschuwing werd gegeven over
de precisie.

De situatie bij gebruik van LEQT2F waarvan wordt gezegd dat de op-
lossing in hoge precisie wordt berekend is nog verwarder. We geven de resul-
taten in tabel 9.

Voor IDGT = 14 wordt gemeld dat slechts 6 decimalen niet veranderden
na iteratief verbeteren, wat de indruk geeft als zou de gevonden oplossing
slechts in 6 decimalen korrekt zijn.

Het blijkt dus dat de gebruiker, indien hij niet weet dat de konditie
van de matrix ongeveer 1 is, beter IDGT = O kan invoeren als hij LEQT2F ge-
bruikt en een zo hoog mogelijke precisie in de oplossing wil verkrijgen.

In dat geval wordt namelijk geen precisie test uitgevoerd en altijd itera-
tief verbeterd. Dezelfde opmerkingen gelden ook voor de andere routines die

deze parameter hebben.
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TABEL 9

Gebruik van LEQT2F voor oplossing van een slecht

gekonditioneerd stelsel voor verschillende waarden van IDGT.

IDGT fout in berekende waarschuwing
oplossing gegeven
0 410—15 nee
2 210-17 nee
4 210— 7 nee
6 210- 7 nee
8 210- 7 nee
10 210— 7 nee
12 210 7 nee
14 410—15 ja

1.1.3. Gebruik van de programmatuur aan de hand van een probleem uit de

molecuul-fysika.

Het fysisch probleem waar het hier om gaat wordt uitgebreid beschreven
door HUBERS & LOS [1975]. Wij zullen kort op de achtergronden ingaan.

Bij reaktieve botsingen tussen zekere atomen en moleculen bij variabele
temperatuur wordt de doorsnede voor de produkfie van een specifiek ion bij

gegeven temperatuur T gegeven door

E.)dE,,

(1.1.3.1) Q(E__;,8) = J £(E;/B)0(E ) /E;)dEy
0

met Er : relatieve kinetische energie;
g = 1/kT, k is de Boltzmann-konstante;
E : totale trillingsenergie van het molecuul;
f(Ei,B) : de fraktie moleculen die trillingsenergie E; hebben bij
temperatuur T;

): de specifieke doorsnede.
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Het doel is O(Ei) = O(Erel,Ei) te bepalen bij gegeven relatieve
kinetische energie. Zij nu p(Ei) de dichtheid van de moleculaire trillings-

toestanden bij energie Ei dan geldt voor de z.g. verdelings-funktie

Z(B) O(Ei) exp(—EiB)dEi;

]
oO+—-—38

n
1/ T 2 sinh(Bhv./2),
3=1 ’

(1.1.3.2) 2(B)

waarbij n het aantal trillingstoestanden is, vj (j=1,...,n) de verschillende
frequenties en h een schalingskonstante. Met gebruik van de Maxwell-Boltzmann

distributie en de experimgnteel bepaalde relatie

(1.1.3.3) Q(Erel,B) = Cexp(A/B),

voor zekere konstanten C en A, krijgen we na enig omwerken

(1.1.3.4) 2z(B)Q(B) = E(Q(Ei)ol(Ei))'

waarbij Ei en 01 door eenvoudige transformaties uit Ei en 0 worden verkregen

en £(f(x)) de Laplace getransformeerde van f(x) aanduidt. Dus uit (1.1.3.2),
(1.1.3.3) en (1.1.3.4) krijgen we

n
(1.1.3.5) £(p(E.)0,(E,)) = Cexp(A/8) —— T [sinh(Bhv./2)]"
i"717 o =1 3j

1

Van het rechterlid is niet analytisch de Laplace-inverse te berekenen.

Daarom willen we op het interval [AO,AIJ de funktie

1
sinh(hvj/ZA)

n
——:) m
2™\ 3=1

benaderen door een polynoom in A van graad N

N
PN()\) = xo + xl)\ + ...+ xN)\ .
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Dan geldt namelijk onder zekere voorwaarden

n { H u/2
p(E})o, (E}) = C UEO \T) xUIu(2/AEi),

met Iu de p-de orde gemodificeerde Besselfunktie en A = 1/8; zodat bij ge-
geven p dan o, en dus ¢ kan worden berekend.

Na transformatie, diskretisatie en gebruik van de euclidische norm
komen we op het volgende probleem.

Bepaal een polynoom PN(t) =x. +x,t+ ...+ thN van graad N op het

0 1
interval [0,1] , zodanig dat

m
2
(1.1.3.6) ¢ (xg,---r%)) = izo (£(t;) = Py(t)

minimaal is, waarbij m + 1 het aantal diskretisatiepunten is,

t, = i/m, i=0,...,m,

£(t) = — .?1 1/(sinh (hv,/20(£))) 5
27A(t) 3=1

A(t) = 200k (4t+1); n = 15;

k = 8.61706510—5;

hvl = 0.09590;

hvi = 0.07956, i=2,3;

hvi = 0.1164, i=4,5,6;

hvi = 0.0761, i=17,8,9;

hvi = 0.0651, i=10,11,12;

hv, = 0.0430, i=13,14,15.

1

Wij kiezen m = 32.

Wij bepalen de beste graad N als volgt. Onder de aanname van enige

statistische veronderstellingen, geldt dat de variantie



[0 = ¢ (x 1oy )/(m_k—l)

onafhankelijk is van k, voor k = N.

In de praktijk betekent dit dat we cﬁ berekenen voor k = 1,2,...,

k <m - 1. Zolang o§+1 voldoende kleiner is dan ci, is Pk+1(t) een betere
benadering van f(t) en kennelijk is 02 nog afhankelijk van k. Als ci niet

meer voldoende daalt voor k > kl’ dan kiezen we N = k (Zie ook FORSYTHE

[1957] en de daarin genocemde referenties.) Opgemerkt ;oet worden dat dit
niet een zeer efficiente benadering is omdat m polynoom evaluaties nodig
zijn voor de berekening van oi, nog naast de oplossing van het optimali-
seringsprobleem. Dit is echter niet bezwaarlijk, omdat ons doel niet is het
gestelde probleem zo efficient mogelijk op te lossen, doch veeleer om de
problemen te schetsen die men ervaart wanneer het met de voor de hand liggen-
de methoden wordt opgelost.

Noteren we voor zekere k > 1
F = (£(t), £(t,) gt T
B 0"’ 170y m
en
T

X = (xo,...,xk) '

dan krijgen we voor (1.1.3.6)
T

(1.1.3.7) ¢(x) = (Vx-F) (Vx-F),

waarbij V de zg. Vandermonde matrix is:

k

to e to

vV = . .
t tk -

m m

Het is eenvoudig te bewijzen dat het minimum van ¢ (x) éénduidig is

bepaald door



15

a -
= $(x) = 0.

Dit leidt tot de oplossing van het lineaire stelsel met symmetrische posi-
tief definiete matrix:

(1.1.3.8) V'vx = V'F

Een dergelijke vergelijking staat ook bekend als de normaal-vergelij-
king behorend bij het overbepaalde lineaire stelsel Vx = F.

Direkte toepassing van de in paragraaf 1.1.2. gegeven tabellen voor de
oplossing van de vergelijking (1.1.3.8) leidt tot routines die Cholesky's
methode gebruiken (tabel 2). We hebben dit geprogrammeerd op een aantal
verschillende manieren.

1. Met gebruik van de NUMAL:

a. door eenvoudig oplossen van (1.1.3.8) met chldecsol2, waarbij VTV

en VTF in enkele precisie worden berekend;

b. door eenvoudig oplossen van (1.1.3.8) met chldecsol2, waarbij VTV

en VTF in dubbele precisie worden berekend.
2. Met gebruik van de IMSL:

door oplossen van (1.1.3.8) met LEQT2P.
3. Met gebruik van de NAG(FORTRAN) :

oplossen van (1.1.3.8) met FO4ASF.
N.B. In de IMSL en NAG programmatheek worden de inwendige produkten altijd
in dubbele precisie berekend, zodat een onderscheid zoals bij NUMAL niet
mogelijk is. Deze programma's worden gegeven in de bijlage, evenals de
resultaten.

De vraag die we ons kunnen stellen is: wat is de relatieve fout in de
verkregen coéfficiénten? De relatieve fout in de oplossing van het vier-

kante lineaire stelsel van orde n:

AX

]
o

is evenredig met:

(1.1.3.9) le&xl 7 Ikl = x(A)g(n)e,

waarbij € de machine-precisie is, g(n) een funktie die afhangt van de orde

n en k(A) is het konditiegetal van de matrix A:
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-1
k(a) = lal Ia™ "0,

Beschouwen we de matrix van het stelsel (1.1.3.8) voor grote m dan

geldt voor het (i,j)-de element:

T Toi3 11'
(V'v),, = Z t'td 2 m J tttdat = m/ (i+j+1) .
1] - v
u=0
0

Dus VTV lijkt, afgezien van een konstante faktor m, op het (k+1)-ste
segment van de Hilbertmatrix. Het konditiegetal hiervan loopt snel op bij
toenemende orde. (Voor orde 10 is het konditiegetal ongeveer 10+12).

Bij de gegeven machine-precisie van 10—14 kunnen we dus op grond van
(1.1.3.9) wel konkluderen dat bij de orde 12 of 13 mogelijk geen enkel
cijfer in de resultaten meer zinvol is. Hoe ernstig dit in de praktijk is
blijkt ook uit de verschillen in resultaten van de programma's la en 1b.
Hoewel de in dubbele precisie berekende matrix en rechterlid slechts ongeveer
10—12 verschillen, is de een singulier bij orde 12 en de ander bij orde 13,
terwijl ook de varianties verschillen. In de beschikbare programmatheken
bestaat niet de mogelijkheid een bovengrens voor de fout te berekenen bij
Cholesky's methode. Dit kan wel als we gaus-eliminatie gebruiken en dus
geen gebruik maken van de symmetrie, met behulp van de NUMAL. In de bijlage
wordt een programma gegeven waarin de oplossing van (1.1.3.8) met gauss-
eliminatie wordt berekend. Een a-priori bovengrens voor de fout wordt be-
rekend (deze is meestal vrij pessimistisch); als deze grens kleiner is
dan 10-3 (ongeveer de relatieve precisie van de data) dan wordt het stelsel
gewoon opgelost, anders wordt de oplossing ook iteratief verbeterd en wordt
een nieuwe, realistische bovengrens voor de fout berekend. Het blijkt dat,
als de a-priori fout te groot wordt, ook iteratief verbeteren geen redelijke
foutgrens meer geeft.

Een stabieler wijze om de oplossing van (1.1.3.8) te berekenen is met

behulp van Householder orthogonalisatie. We ontbinden de matrix V:
V = QR,

waarbij Q een orthogonale (m+1) x (k+1) matrix is en R een (k+1) x (k+1)

bovendriehoeksmatrix. Als V, en dus R, niet singulier is krijgen we
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(1.1.3.10) Rx = Q'F.

Deze oplossingsmethode is equivalent met de berekening van de

kleinste-kwadratenoplossing van het overbepaalde lineaire stelsel
(1.1.3.11) vx = F.

Met behulp van tabel 3 komen we tot de volgende programma's:
1. met NUMAL: oplossing met lsqortdecsol;
2. met NAG: oplossing met FO4AMF.

Programma's en resultaten worden gegeven in de bijlage. Het blijkt dat
de coéfficiénten die we nu krijgen volkomen verschillen van die welke we
verkregen met Cholesky's methode (in dubbele lengte berekende matrix). Ook
breekt de berekening nu pas af bij graad 21 i.p.v. bij graad 13. De rela-
tieve fout bij deze berekening voldoet ook aan (1.1.3.9), maar nu voor het
stelsel (1.1.3.11). Dus het konditiegetal is k(V) = /L(VTV) als we de spec-
traalnorm gebruiken.

Een methode die eveneens een kleinste-kwadratenoplossing berekent van
(1.1.3.11) kan worden verkregen met behulp van de singuliere waarden ont-
binding (zie sektie 1.2). Dit is mathematisch equivalent met de berekening

van

waarbij V+ de pseudo-inverse is van V. Het voordeel van deze methode is dat
hij ook stabiel is als de matrix in de gegeven rekenprecisie niet van volle
rang is. Met gebruik van tabel 4 zien we dat de procedure solovr uit NUMAL
en de routine LLSQAR uit IMSL hiervoor beschikbaar zijn. Programma's en re-
sultaten zijn gegeven in de bijlage. Bij vergelijking van solovr met de
met Householder orthogonalisatie uit de NUMAL verkregen resultaten blijkt
dat slechts de grootste coé&fficienten in één d twee cijfers overeenstemmen.
De oorzaak van de problemen die we hier signaleren ligt in wezen bij

de wijze waarop wij het te bepalen polynoom representeren. Wij schreven
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Echter, de polynomen tu, u=20,1,...,N, vormen niet een voldoende on-
afhankelijke basis voor de ruimte van polynomen van graad N, voor wat
grotere waarden van N. Dit is de oorzaak van de (numerieke) afhankelijk-
heid van de kolommen in de matrix V en dus van de slechte konditie van V.

We kunnen PN(t) representeren met behulp van orthogonale polynomen:
g
P _(t) = x q (t),
N p=0 MM

waarbij qu(t),u =0,1,...,N, polynohen zijn van graad < N welke voldoen aan

m
] o (t.) q(t,) =0, u# v,
joo W 1 AV §

De matrix van het stelsel lineaire vergelijkingen die we op deze wijze
krijgen is een diagonaalmatrix en dus is dit stelsel eenvoudig en op sta-
biele wijze oplosbaar. Voor een nadere beschouwing over approximatie van
funkties met behulp van orthogonale polynomen zij verwezen naar FORSYTHE
[1957].

Het probleem de coé&fficiénten te bepalen van een polynoom Pn(t) zodat
¢ (cf. (1.1.3.6)) optimaal is blijft echter een slecht gesteld probleem

‘n
omdat bij hoge graad, het verschil tussen twee polynomen PN(t) en P&(t) op
een interval klein kan zijn, terwijl toch de coé&fficiénten aanzienlijk ver-
schillen. Oplossing van (1.1.3.5) Op een andere wijze dan door middel van

polynoom fitten moet dan ook zeker worden overwogen.
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Bijlagen
"BEGIN™ "COMMENT"™ PROGRA™“A VUNR POLY.OU" FITTING MET NORMAALVERG,

EN CHOLESKY DECO''PASTTTE, VOORBEELDPROGRAMMA VOUR GERRUIK IN HET
KADER VAN HET COLLOUUIUS HUNERIEKE PROGRAMMATUUR, 760313, JBUS)

"PROCEDURE™ DUPVEC(L,U,S,A,B); "COPE" 31030;

"PROCEDURE" DUPHAT (LR, UR,LC,UC,A,B); “CODE"- 31035;
"PROCEDURE" DUPCOLVEC(L,U,J,A,B)y "CODE"® 310343

"REAL® "PROCEDURE" TAMMAT(L,U,I,J,A,B)y "CODE" 34014y
“PROCEDURE" LNGTAH“AT(L,U,l,J,A,B.C,CC.D.DD): "CODE" 34414y
"PPUCEDUJRE™ FULTAMVEC (LR, UR,LC,UC,A,RB,C) "CODE® 3150313
"PRQCEDUJRE® LHGFULTA”VFC(L?,UR,LC,UC,A,B,C)x "CODE" 31S¢6;
"PROCEDURE" CHLDECSOL2(A,N,AUX,B); "CODE" 343923

"INTEGER" N, M, Mg
Hi= 153 Miz 323 Mig= M + |3
"BEGIW®
"REAL®™ "PROCEDURE™ F(T); ®VALUE" Ts "REAL" Ty
"BEGIN® "REAL" LABDA, PROULj "INTFGER" I;
"REAL"™ "PROCEDURE™ SIiiH(X)s “CODE™ 35111
LABDA= (T % 4 ¢ {) & K & 2u0;
PRNODt= 1y "FOR" I;:= "STEP® { wUNTIL®™ 1 »DO"
PRODe:= PROD / SINHCHNULLIY 7 (LABDA = 2Y )N
Fi= PROD / (LABDA % 2 s \)
"END" F;

"REAL"™ "PROCEDURE™ POL (1N, X, T); "VALUE" NN, T;
"INTEGER"” NNy "REAL™ T; "ARRAY™ X3
"SEGIi* "INTEGER®™ Iy "RLAL™ PROD;
PRODt= XINN + 113 "FOR™ l3= NN *STEP" @] TUNTIL* | *DC"
PRODt= PROD « T ¢ X[I]3 POL:= PROD
“END" PUL;

"PROCEDURE" OUT(BG, BY, COEF); "INTEGER" BG; "REAL® BYj
"ARRAY" COEF
"BEGIN®" "IMTEGER"™ I
OUTPUT(71, "("//,"("DE BESTE GRAAD IS ")" 27088,
"(UMET VARIAMTTE ")n,B,4D"e3RB,//nyn, BG, BY);
OUTPUT (71, "(""("DE COEFFICIENTEN 70N "% /"))
"FOR"™ T3= 0 "STEP"™ } "y TIL" 86 "oon
OUTPUT(T1, "("22DL,i4,14D"+306,/*)", I, COEF(I+1,BG])
"END™ 0UT;

"INTEGER™ NN, I, J, BESTEGRAADI, BESTEGRAAD2}
"BOOLEAN" SNG, SMNGDj

"REAL" K, NRM, BESTEVAR], BESTEVAR2; )
"ARRAY"® HNY T3], SIGHAY, SIGiiA2 (1 tHel), FFILsM1), AUXT233),
COEF1, COEF2l11M,11Mel], ATLsMI,13M4), ATA, ATAD(1:M,13M),
ATF, ATFD[13M)}

K3z B8,617065"=5; SNG3= SNGDi=z "FALSE";

QUTPUTC(TY, "("/,"("CHOLESKY DECOMPOSITIEm )", /m)m),

"FOR" Ig= 1 "STEP® { mUNTIL"™ N wDOY

LiPUT(T0, "("/,4,5D 43Dy ", HijiI[T));

NFOR™ 1§ 0 "STEP®™ § SUNTIL® M "LO" FF(] + 132 F(I/M)y

"FOR"™ Ig= 0 "STEP" § wUJTIL® W *DQ"

"FOR® J3= 0 "STCP" | "UNTILY M - § ®=pQ©

AL & 1, J ¢ 1152 "IF" J = 0 "THEU" | "ZLSE® "IF" T = 0 “THEN®
0 "ELSE" (I/!) ax Jy



21

NRM;: 0; ”FUQ" I:’ 1 "SYEP" l "UNTIL“ M nDQl
"FOR® Ji= 1 "STEPW 1 "U4TIL® 1 *DQ"
"BEGIN" "REAL"™ L, DU, AAl, AADI;
ATA(I, JVi;= ATALJ, D)= AAT:= TAMAATCY, M1, I, J, A, A);
LNGTAMMAT(1, M1, I, J, A, A, 0, 0, D, DD)}
ATADII, J)t= ATAD([J, Ili= AADI:= D ¢ DDy
MRM3= NRM ¢ (AAl o AADI) &2 2 « 2
“END® BEREKENING VAN NORMAALMATRIX:
NUTPUT(T1,"("//7,"("DISKREPANTIE TUSSEN NORMAALMATR, BEREXKEND")"
/,"(" MET DUBBELE LENGTE EN ENKELE LENGTE ISt ")"B,2D"+2D,/")",
SQRT(NRM)Y )

FULTAMVEC (1, H1, 1, M, A, FF, ATF)y
LNGFULTAMVEC(L, ML, 1, M, 4, FF, ATFD)s
AJX(2)t= "ejl; BESTEGRAAD{ts BESTEGRAADZ2t3 {1
RESTFVAR1 ;= 3tSTEVARZ;= "10073
BUTPUIT(TL,"("/7," ("GRAAD VARIAUTIEL VARIANTIE2™)",//")")3
"FOR™ Nilg= | "STEP™ 1 PMUNTIL™ H = { "DO®
“SEGIN" "INTEGER™ Nt
. "BOQLEAI" "PROCEDURE"™ CHOLESKY(H4AT, M, AUX, B, SIG, COEF,
BG, BV);
wYALUE™ M; "INTEGEP® i, BGy "REAL" BVj
"ARRAY" “AT, aUx, B, S1G, COEFp
"BEGIN® "INTEGER" I; "REAL" DEL, 5G; "BOOLEAN" OK;
"ARRAY™ MATi[fsil, 1311, BBI1:N]g
DUPHMAT (1, ‘I, 1, N, HATL, MAT);
DUPVEC(L, M, 0, BO, B3
CHLOECSUL2 (AT1, H, AUX, B3)s
CHOLESKY:z= OKg= AUX[3] = N3y "IF® OK "THEN®
"BEGIH" PUPCOLVEC(1, N, YM, COFF, BB); DELIs 03
"FOR™ Ti= 0 "STEP®™ § ®ITIL" M "DO"
DEL:= DEL + (POL(WN, B3, I/4) = FFII ¢ 11) %% 23
SGi= SIGINN] = DEL / (M  NN)y
QUTPUT(71, "("B,4D"+3DB")", SG)3;
"IF* SG < BY "AND™ BV > "e8 "THEN®
"BEGIN" BGEs NNj BVim SG "END®
"END" "ELSE"
QUTPUT(T71, "("6B,"("x")",58")")
"END" CHOLESKY)
Nits NM ¢ 1; OUTPUT(T1, "("BBIDBB")", NN);
nIF® FSNG "THEN® ,
SNG3= “CHOLESKY(ATA, N1, AUX, ATF, SIGMAY, COEF},
BESTEGRAADY, BESTEVARL);
"IF" ®SNGD MTHEN"
SNGDi= ~CHOLESKY(ATAD, Ni, AUX, ATFD, SIGHA2, COEF2,
BESTEGRAAD2, BESTEVARZ);
QUTPUT(TL,"("/")")s
nIF" SNG "AND".SNGD "THEN™ #GOTQ" EXIT
WEND" LOOP)
EXITt QOUTPUT(TY, "("/,"("DL RESULTATEN IN EMKELE LENGTE ZIJNm)¥,
//")")s OUT(BESTEGRAADLY, BESTEVARY, COEFL1)s
QUTPUT(TL, "("/,"("DE RESULTATEN IN DUBBELE LENGTE ZIJN")*",
//")")y OUT(BESTEGRAAD2, BESTLVAR2, COEF1)
NEND"
HENDH
REQPW
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CHOLESKY DECOMPOSITIE

DISKREPANTIE TUSSEN NDRHAALMATP. BEREKEND
MET DUBBELE LENGTE EN ENKELE LENGTE [Sg «15"e42

GRAAD VARIANTIE{ VARIANTIE2

0189974003 ,1899"+003

1
e 873774002 ,8737"4+002
3 02875"4002 ,L,2875"4002
4 0 6672"4001  L,6672"4+001
5 «1072"¢001  ,1072"+001
6 116374000 ,L,1163"+000
7 +8234"%e002 ,8234"e002
8 036427003 ,3642"«003
9 9475005  ,9475"005
10 +1565"e006 ,1348"=006
11 e1395"007  ,1989"<007
12 083827009 ,2650"=007
13 & *

DE RESULTATEN IN ENKELE LENGTE ZIJN

DE BESTE GRAAD IS 2
DE COEFFICIENTEN ZIJN

MET VARIANTIE

- g

N D ODNOVNE WO

",20325621710°991"=004
+.10110341786336"«001
«,37777232008877"4+900
+.53233122108854"4+001
=,37871244083677"4002
+.15177989467513"4003
= 34709818731 747"+003
+e38493646623176"4003
+,792977190R06768"+002
" 86429265074692"+003
+,12160326922579"¢004
*,B0719541478130"+903
+e29741176470588"+003

DE RESULTATEN IN DUBBELE LENGTE 2IJN

DE BESTE GRAAD IS 11
DE COEFFICIENTEN ZIJN

MET VARIANTIE

-

OO ®NTNLE NN~ D

+,64687239912617%004
«.29891835665251 =00
+410716378772455% 4001
-, 14329765518802"4002
+295149868189160"4002
= 3467609983778774003
+.6B413237449575%4003
©.53114320944882"4003
=.5505213771108374003
+.16897620680760"+004
= 15871423672212"4004
+263775820512820%4003

.8382"=009

019897007
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"BEGIN® "COMMENT™ PROGRAMMA VOOR POLYNOOM FITTING MET NORHMAALVERG,
EN BEREKENING VAM DE FOUT, VOORBEELDPROGRAMMA VOOR GEBRUIK IN HET
KADER VAN HET COLLOGUIUM NUNERIEKE PROGRAMMATUUR, 760113, JBUS)

"PROCEDURE" DUPVEC(L,U,S,A,B); "CODE" 31030

"PROCEDURE™ DUPMAT(LR,UR,LC,UC,A,B); "CODE" 31035;
"PROCLDURE"™ DUPCOLVEC(L,U,J,A,B)s "CODE" 31034y

“REAL" "PROCEDURE™ TAMMAT(L,U,1,J,A,%)y "CODE" 34014y
"PROCEDURE"™ FULTAMVEC(LR,UR,LC,UC,A,B,C)y "CODE" 315011
"PROCEDURE™ GSSERB(A,N,AUX,RI,CI)s "CODE™ 34242y
"PROCEDURE® SOLELM(A, N, RI, CI, B); "CODE" 34061;
“PRUCEDURE® ITISOLERB(A,LU,N,AUX,RI,Cl,B); "CODE" 34253,

nINTEGER" N, M, Miy
Ng= 159 M= 323 Mlis M + 1)
"BEGIN"
®"REAL"™ "PROCEDURE"™ F(T); "VALUE"™ Ty "REAL"™ T3
"BEGIN" "REAL"™ LABDA, PRODp "INTEGER" I;
"REAL™ ®“PROCEDURE" SINH(X)js "CODE"™ 35111y
LABDA(= (T 2 4 ¢ 1) ®x XK & 2003
PRODg= 1y "FOR™ I33 1 "STEP® { ®UNTIL"™ N npo"
PRODt= PROD /7 SINH(HNUILI] / (LABDA = 2))1
Fgss PROD 7 (LABDA » 2 2x N)
"END® Fj

“REAL" "PROCEDURE"™ POL(HN, X, T)jg "VALUE" NN, T

"INTEGER™ NNj "REAL" T3 "ARRAY" Xj

WBEGIN® "INTEGER" I3 “REAL" PRODy
PRODI= XINN + 11y "FOR" I;= NN "STEP" ef "UNTIL™ § "DO"
PROD3:s PROD # T « X([I]y POL3s PROD

“END" POL3;

" INTEGER® NN, 1, J, BESTEGRAADy

"REAL"™ K, BESTEVAR})

"ARRAY" HNU[13N], SIGMA[13iMe1], FFULyaM1), AUX[0313],
COEFI1tM,1aMell, ALLEMI,18M), ATALL:M,15M1, ATFL13M)

Kiz B,617065"e5;

DUTPUT(71, "("/,"("GAUSSELIMINATIE MET FOUTBEREKENING")",/")")}
“FOR™ I3= { "STEP® § "UWTIL" N *DO"

INPUT(T0, "("/,4.50m43DmM)", HNU[I));

"FOR" 13= 0 "STEP" 3 MUNTIL"™ M "DO" FFII ¢ 113= F(I/M)y

“EOR® Ii= 0 "STEP®™ | wUNTIL" M "DQO"

WEOR™ J3= 0 "STEP® { WUNTIL® M = | *DQ"

A(I + 1, J + 1132 "IF" J = 9 "THEN" { "ELSE"™ "IF" 1 = 0 MTHEN"
0 "ELSEM (I/M) #% J}

WEQR® Is= { "STEP™ I "UNTIL" M *DO"

wFOR" Jg= 1 "STEP" | "UNTIL® [ "DO"

ATA[I, J1s= ATALS, 1)3= TAMHMAT(L, Y1, I, Js Ay A)g
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FULTA“YEC“; H_l; 1 M, A, FF, ATF ) i
AUXL0]t=bUX(2) 1= "eld; AUX[4)3= A; AUXT6Y 3= "e133 AUX[B) iz "eyy
AUX[1013= "el; AUXI12):= 10; BCSTEGRAAD:= 1; BESTEVAR;= "1003
OUTPUT(71,"('//,'(”GRAAD VARIANTIE FOUT®)r,s/nyny,
"FOR"™ Nit= | "STEP" | "UNTIL® M » { "DO"
"BEGIN®" "IMTEGER" I, NI; B
"ARRAY™ MAT[13MN+1,131IN#1], BBI{3NN¢1]}
"INTEGER™ "ARRAY"™ PRI, CI[1thN¢1])y
Nis= NN ¢ 13 OUTPUT(7%, "("2BZD2B")", NN);
DUPHAT(L, Ni, I, Ni, MAT, ATA)y
DUPVEC(1, Ny, 0, BB, ATF);
GSSERB(MAT, Ni, AUX, RI, CI):
"IF" AUX(3] = Nt WTHEN®
"BEGIN" "INTEGER™ I; "REAL" DEL; "BOOLEAN" BOOL;
BOOLs= "FALSE®; wjF" ABS(AUX(11]) < "w3 ®THEN®
SOLELM(MAT, Ny, RI, Cl, BB) "ELSE"
"BEGIN" ITISOLERB(ATA, MAT, Ni, AUX, RI, CI, BB)
800Ls=s "TRUE"
"END";
DUPCOLVEC(1, N1, NN, COEF, BB)s DEL3= 03
"FOR"™ 133 0 "STEP" | "UNTIL" M "DO"
DEL3= DEL ¢ (POL(NN, BB, I/M) e FFI] + 1)) &% 2,
SIGMA[NHNYIs= DEL /7 (i1 w HM) g
OQUTPUT(71, "("2(Bw=,4D"+3DB)")", SIGMA[MNI, AUXT11));
"IF" SIGMAINN] < BESTEVAR "AMND™ BESTEVAR > "e8 "THEN"
"BEGIN" BESTEGRAAD3= NM; BESTEVAR:= SIGHA [NN) "ENDM;
"IF" ABS(AUX([11])>"=3 WTHEN™ QUTPUT(71, (" " ("FOUTH)mn)m)
"ELSE" "IF® BOOL "THEN" DUTPUT(Ti,"(“"t“VERBETERD")"")"
)i QUTPUT(TL,"("/")")
"END" "ELSE®
"BEGIN®™ OQUTPUT(71, (PR ("SINGULARM)n, sryny,
"GOTO™ EXIY
IENDH
"END" LOOPy
EXIT: OJUTPUT(TL, "("//,"("DE BESTE GRAAD IS ")»,2ZDB8,
"("MET VARIANTIE ")",B,4D"4308,/7/"), BESTEGRAAD, BESTEVAR);
OUTPUT(71,"(""(*"DE COEFFICIENTE! ZIJN "), /"))
"FOR™ I3= 0 "STEP™ | “wUNTIL" BESTEGRAAD "DO"
DUTPUT(T7, '("2108.89.140"0308;/“J', 1, COEF(]+1,BESTEGRAAD))
NENOH

"ENDO‘
"EQP®



GAUSSELIMINATIE MET FOUTBEREKENING

GRAAD

-

O VO UNIE W -

YARIANTIE

,189974003
L8737m4002
2287574002
L6672"4001
,107274001
4116374000
L8234"sG02
364270003
L9UT5"«00%

133472006

SINGULAR

DE BESTE GRAAD IS

FOUT

«8159"«011
«4071"7=009
$24UT"e007
.H°b"-005'
«5146"=004
=, 1000”4091
=,1000"+001
®,1000"+001
«,1000"+001
*,1000"+Q0!

FOuT
FOQUT
FOUT
FQUT
FOQUT

10 MET VARIANTIE

DE COEFFICIENTEN ZIJN

-

COBNOPANEWN-O

+,1899382244¢6
-, 10815949482
+,42327139662
., 62622320156
+,47430079726
-, 20921499171
+.57153288658
®,98766178139
+,10629013744
-, 66298688492
+,19164412234

328"«003
BoR"+Q00
384"+001
673"+002
61974003
709"+Q04
972"+004
398" ¢0Q04
653" +00S
283"+004
273"+904

«1334"e006

25
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"BEGIN" "COMMENT™ PRNGRAMMA VUOR POLYNOOM FITTING MET
HOUSF11OLDER ORTHOGDALISATIE VOORGEELDAROGRAMMA TN HET
KADER VAN HET COLLOGUIUM HUMERTLKE PROGRAMMATUUR,
760116, JBUSY

"PROCEDURE™" DUPVEC(L,u,5,A,B); "CODE" 31030;

"PROCEDURE™ DUPHAT(LRpUR'LC,UG.A,B): "CODE" 31035;
"PROCELDURE™" DUPCOLVEC(L,U,1,4,R)5 "CODE" 31034y
"PROCEDURE" LSOOPTDLCSOL(ApN,H.AUX:DIAG,BJ1 "CODE" 34435y

"INTEGER" N, M, Miy
N§= 155 M3z 325 Mits M 4 11
"BEGINY®
"REAL® "PROCEDURE™ F(T); "VALUE® Ty "REAL" Ty
"BEGIN" "REAL" LABDA, PROD; "INTEGER" I
"REAL"™ "PROCEDURE" SINH(X)3 "CODE™ 3511y}
LABDAI= (T x 4 4 1) = K « 2003
PRODi= 1; "FOR" I;= "STEP" | WUNTIL" N nwpQw
PROD:= PROD 7/ SINH(HNUILI] / (LABDA « 2))3
Fi= PROD / (LABDA % 2 sa N)
"END® Fy

"REAL" "PROCEDURE" POL(HM, X, T)p "VALUE" NN, T
"INTEGER"™ NNp "REAL® Ty "ARRAY" X;
"BEGIN" "INTEGER"™ I; ®wREAL® PROD}

PRCDI= XINN ¢ 1] "FOR" Ii= NN "STEP" ey muyTIL® 1 "bo*

PRODt= PROD « T ¢ X([I]} POL3= PROD
"END"™ POL;

"INTEGER"™ NN, 1, J, BESTEGRAADy "REAL" X, DEL, BESTEVAR;
"ARRAY" HNU[1gN], SIGHA [t;Mey), FFLis41), AUX{2;5S),
COEF“‘H’llllH’ljo ATLIML, 13M)y

K3z 8,617065 =5
CUTPUT(T7Y, "("/," ("HOUSEHOLDER ORTﬂoGONALISATIE")”,/'J")l
nFQRn I:: 1 "STEP" 1 "U”YIL" N nDal

INPUT (70, "("/ 4S50 e3D YN, HNUI1)Y;

"FOR" 13= 0 "STEPn { "UNTIL® M »pQ" FFII ¢ 1132 F(I/M),
"FOR™ I;= 0 "STEP® | "UNTIL® M »DO"

"FOR™ Jg= 0 "STEP"™ { WUNTIL® i = { "oo"

AL + 1, J v 1152 "IFn J 5 ¢ "THEN" { "ELSE® "IFn I = o "THEN®

0 "ELSE" (I/M) xx J3
AUX(2) 1= "=14; BESTEGRAAD;= 13 BESTEVARg= "y00g
007?07(71,'('//,"("GRAAD VARIANTIE AT VAD LY
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"EOR" NNt= | “STEP™ { "UNTIL" M - { "DO"
"SEGIN" "IMTEGER"™ Nigp "RFAL"™ SIG:
"ARRAY"™ MAT[13™1,180N ¢ 11, BL1sMl), DIAG([1§NN+11;
Nisz NN ¢ 1; OUTPUT(71, "("BRBZIBR™)I", NN);
DUPMAT(L, M1, 1, w1, HAT, A)s
DUPVEC(1, "1, 0, B, FF);
LSQORTDECSOL(MAT, i, N1, AJX, DIAG, B)j
WIF® AUX[3] = Nt "THEN®
"BEGIN" DUPCOLVEC(1, Wi, NN, COEF, B)3; DFLI= 01y
"FOR® Tg= 0 “STEP™ | "UHTIL® M "DO"
DELs= DEL + (POL(NN, B, I/¥) = FF(I + 1)) #x 2y
5IGs= SIGMA[{MYi=s DEL 7 (M e NN)j
OUTPUT(71, n("8,4D"¢3D8B,/")", SIG)}
nIF" SIG < BESTEVAR “AMD"™ S(BESTEVAR < "=8)" THEN"®
"BEGIN" BESTEGRAADI= NN; BESTEVAR3= SIG "END"
"END" "ELSE"
"BEGIN®™ QUTPUT (71, "(""(" SINGULAR ™)",/"1")11
"GOTO" EXIT
WENDR
"END" LOOPy

EXIT: OUTPUT(T71, n("//,"("DE BESTE GRAAD IS ")",2ZDBSB,

W("MET VARTAMTIE *)", B,40"¢3DB,//")", BESTEGRAAD, BESTEVAR)}
OUTPUT (71, "(""("DE COEFFICIENTEN ZIJN ™)",/")")N»

"FOR" Is= 0 "STEP"™ 1§ "UNTIL" BESTEGRAAD "DO"

OUTPUT(T!, *("2ZDB,B+,14D"+308,/")", I, COEF[I+1,BESTEGRAAD])

l'END"

"END"

"EQP®
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HOUSEHOLDER ORTHOGONALISATIE

GRAAD

NOVEWN-COONOVNEWN -

S o s s 0 Gun gen

NN os e
[l - X -X-J

VARIANTIE

«189974003
«8737"4002
028754002
$6672%4001
$1072"4001
0116374000
+8234"2002
036027003
«9475%005"
0133172006
28848"=009
$2195"e011
e1147"e014
«3760"«022
02106"=022
25524"=023
W1156"=023
0210979024
«2183%e024
W1540"=024
SINGULAR

DE BESTE GRAAD IS 11 MET VARIANTIE
DE COEFFICIENTEN ZIJN

- o

O OO VNEWN—O

*,10155109781812"=004
$.10936783418512"«001
®,51852659376703"+000
$092733459962192"+001
w,85687861503618"+002
+,46830052193930"+003
®,16222954168652"+004
+.36837434798592"+004
=y55200421343648"+004
$453403948773815"+004
=, 31067080678311"+004
+.91148550670628"4003

«8848"e009
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"BEGIN® "COMMENT™ PROGRA'MA VUOR POLYNOO!™ FITTING MgY
SINGULIERE WAAPDEN DEXKOMPJSITIE, VODORBELLDPROGRAMMA IN HET
KADER VAN HET COLLOQUIUM NUMERIEKE PROGRAMMATUUR,

To0l16s JBUSY

"PROCEDURE™ DUPVEC(L,U,S,A,B); "CODE™ 310303
YPROCEDURE"™ DUPMAT(LR,UR,LC,UC,A,B); "CODE"™ 31035
"PROCEDURE" DUPCOLVEC(L,U,I,4,B8)3 “CODE" 31034y
"INTEGER" "PROCEDURE"™ SOLOVR(A,M,N,X,EM)s "CODE" 3428}

"INTEGER® N, M, M)
Ng= 151 M= 323 Migs M ¢ 13
"BEGIN®
"REAL"™ "PROCEDURE™ F(T); "VALUE™ Ty "REAL"™ T1
"BEGIN™ "REAL" LABDA, PRODy "INTEGER" I
"REAL" “PROCEDURE" SINH(X)s "CODE"™ 35111
LABDA3= (T % 4 ¢ 1) » K = 200
PRODt= {3 "FOR"™ I3;= 1 PSTEP" | WUNTIL®™ N "DO"
PRODS$= PROD / SINH(HNUII) / (LABDA x 2))1
Fi= PROD / (LABDA * 2 =« N)
PEND® Fﬁ

"REAL"™ "PROCEDURE®™ POL(NN, X, T}t "VALUE" NN, T;

"INTEGER™ NNj; "REAL" T3 "ARRAY" X3

"BEGIN" ™INTEGER" I3 "REAL™ PRODjy
PRODt= XINN ¢ 1)s "FOR™ I3= NN *STEP" ej "UNTIL" § "DO"
PRODt= PROD *« T ¢ X(Ily POL$= PROD

"END"™ POL}

"INTEGER™ NN, 1, J, BESTEGRAAD) "REAL"™ kK, DEL, BESTEVAR;
"ARRAY™ HHU[13N), SIGMA[13M~1], FFLIIMI), AUX[0:7),
COEFL1sM,1sMel), ALLINL,1:M)y

K3z B8,617065"e5;

OUTPUT(Tt, "("/,"("SINGULIERE WAARDEN ONTBINDING")",/")");
"FOR™ I3= 1 "STLP"™ { "UNTIL" N "DO"

INPUT(T0, "("/49.50"+3D")", HNU([I])); .

"FOR™ I3= 0 "STEP" { "UNTIL™ M ®DO"™ FFI] ¢+ 1)z F(I/M)y

"FOR" I:.—_ o HSTEpl 1 "UiiTIL" H noon

"FOR"™ Ji= 0 "STEP™ { "UHHTIL" M =« | ®DQ"

AL ¢ 1, J ¢ {3z "IF" J = 0 "THEN"™ { PELSE"™ "IF® I = 0 WTHEN®
0 "ELSE" (I/") xx I3

RESTEGRAADS:= |3 BESTEVARI= "100;

AUX[0)s= "eld; AUX[2):= “"=123 AUX[4)3=3 10 * M3 AUX[61:= "=iQ}
OUTPUTCTL,"("/7,"("GRAAD VAPRTANTIE ")",//%")")s
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"FOR™ NN3s | "STEP"™ | "UNTIL" M e { "pO®
"BEGIN® "INTEGER" Nij "ReAL" SIG)
"ARRAY"™ MAT([1sMy,1enn ¢ 1), Bl1sM1);
Nig= NN ¢ 15 OUTPUT(71, "("BBZDBB")", NN);
DUPMAT(1, M{, 1, N1, MAT, A)}
DUPVEC(1, Mi, 0, B, FF);
"IF" SOLOVR(MAT, M1, Ni{, B, AUX) = "THEN®
"BEGIN" DUPCOLVEC(I, N1, NN, COEF, B)) DELt3 03
"FOR® I3= 0 "STEP™ | WUNTIL® M wpQO®
DEL$= DEL + (POL(NN, B, I/M) e FF([I + 1]) =& 23
S1G3= SIGMA[NNIi= DEL / (M e NN)3
OUTPUT(71, "("B,&D"¢3DB,/*)", SIG))
"IF" SIG < BESTEVAR "AND" BESTEVAR > "eB8 "THEN®
"BEGIN" BESTEGRAAD:t= NN; BESTEVAR;= SIG "END"
"END" M"ELSE"
"BEGIN" OUTPUT(71, ®(""(" FAILED LD AFYADLDY
"GOTO" EXIT
NEND”
"END" LOOP)

EXITs QUTPUT(T71, "(*//,"("DE BESTE GRAAD Is »)~,22088, }
"("MET VARIANTIE ")», B8.4D"+308,//")", BESTEGRAAD, BESTEVAR))
OUTPUT (71, "(""("DE COEFFICIENTEN ZIJN LAY PAD LS I BN
"FOR" I3= 0 "STEP" | "URTIL® BESTEGRAAD "pO"

OUTPUT (71, "("2ZDB,B+,14D"+3DB,/")", 1, COEFII+1,BESTEGRAAD))

"END'



SINGULIERE WAARDEN ONTBI''DING

GRAAD

- o
O VPN NEWN -

N
OONO VI =W

WHNVNNNNUNNND D NN
—_ O VOENOCVNEWN-—O

DE BE

VARIANTIE

2189974003
WBT3T"e002
«2875"4002
667274001
21072"4001
e1163%"¢000
«B8234"eQu2
«3642"w0y}
«9475" 005"
«1331%=006
21810"e006
«1414"e008
«1876"«010
01290"«013
«2818"«0}3
«5267%e013
5294"w011
+3054"«009
6740 =012
«2923"w010
«1356"«010
«3835"e010
0«1596"=009
09124%e010
248097010
«1403"«010
«2579"«010
«1389"«009
«1525"009
«1382"«009
09923"«009

STE GRAAD IS 12 MET VARIANTIE

DE COEFFICIENTE: ZIJN

OINTANEWN—O

+.27812738886800"=y04
=,58333024389270" =002
+.319831732R8792"=01
+.90563504776289"+¢y00
®,16176007065588"+y02
+o11009134364974"+003
~ 4051607330433 ¢y03
4.88019192945630"+y03
-, 11206886139563"+(04
+.71403872026785"+y03
+.84944449137310"+001
»,30102335993254"+003
+.20725213510816"+003

«1414%e008

31
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10

10

10

10

SUBROUTINE DUPVEC(L, U, 4, B, N)

COPJEERT DE VECTOR IN ARRAY B(L ,, U) NAAR DE VECTOR IN
ARRAY A(L ., W)
INTEGER L, VU
REAL A(N), B(N)

DO g0 I =L, U
ACI) = B(])

RETURN

END

SUBROUTINE DUPCV(L, U, J, A, B, R, C)

COPIEERT DE VECTOR B(L ,, U) NAAR DE KOLOM VECTOR IN A(L oo Uy 0)
INTEGER L, U, Je Re C

REAL A(R, C), B(R)

DO 10 K =L, U
A(Ky J) = B(K)

RETURN

END

SUBROUTINE DUPMAT(LR, UR, LC, UCs» A, B, R, C)

COPJEERT DE MATRIX IN ARRAY B(LR ., UR, LG ., UC) NAAR DE MATRIX
IN ‘RRAY A(LR X UR' LC . Uc).

INTEGER LR, UR, LCs UC, R, C

REAL A(R, C), B(R, C)

INTEGER ROW, COL

DO 310 ROW = LR, UR
DO 30 COL = LC, UC
A(ROW, COL) = B(ROW, COL)
RETURN
END

REAL FUNCTION F(T)
DE TE BENADEREN FUNCTIE,

COMMON M, N, K, HNU
REAL K, HNU
DIMENSION HNU(1S)

REAL LABDA, PROD

REAL SINH
SINH(X) & (EXP(X) ¢ EXP(eX)) » TANH(X) / 2

LABDA = 200 « K » (4 # T ¢ )
PROD = 1,0
00O 101 =3, N
PROD 5 PROD / SINH( HNU(I) 7/ (2 * LABDA) )
F =2 PROD 7/ ( @ ax N & LABDA)
RETURN
END
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10

10

SUBROUTINE INIA(A, M, M)

DE VANDERMONDE MATRIX WORDT IN ARRAY A OPGESLAGEN,

REAL A(M1, M)

MMING = M = |
DO 10 I = 1, MI

A(I
T =

[

1) = 1,0
(I » 1) /7 FLOAT(M)

DO 10 J = 1, MHMINY

RETURN
END

ACI, J ¢ 1) 3T xx J
CONTINUE

SUBROUTINE INIFF(FF, M1)
DE VECTOR VAN FUNCTIEWAARDEN IM DE DISCRETISERINGSPUNTEN WOROT IN
ARRAY FF OPGEBORGEN,
REAL FF(M1)

COMMON M, N, K, HRU(1S)

REAL Ks

HNU

DO 10 I = 1, Mt

FFCI) = F( (1 @ 1) / FLOAT(M) )

RETURN
END

REAL FUNCTION POL(N, X, T, M)

BEREXEMNT VOOR ARGUMENT T HET POLYNDOY VAN DE GRAAD N MET

COEFFICIENTEN IN ARRAY X,
REAL X(M)

P = X(N ¢ 1)
DO 10 1 =1, N

POL = P
RETURN
END

-

P*T ¢ X(N+{ =])

33
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PROGRAM POLFIT1(INPUT,OUTPUT)
F1IT EEN PLOYNOOM HET EEN KLEINSTE KWADRATEN OPLOSSING VAN

143,11 MET BEHULP VAN SINGULIERE WAARDEN ONTBINDING DOOR AANROEP
VAN LLSQAR UIT IMSL,

POLFIT1 ROEPT DIRECT OF INDIRECT DE VOLGENDE SUBROUTINES OF
FUNCTIONS AAN ¢

DUPYEC, DUPCV, DUPMAT, F, INIA, INIFF, POL (ZIE VOORAFGAANDE),
GRAADY, LSTSQ1 (ZIE VERVOLG),

LLSGAR (UIT IMSL),

HET PROGRAMMA VERWACHT DE GETALLEN HNU ALS INVOER,

OO ONOOO

COMHMON M, N, K, HNU(1S)

REAL A(33, 32), COEF(33, 33), SIGMA(32), HNU, K, FF(33)
INTEGER DEGREE, DEGREEY .

EXTERNAL GRAAD]
INTEGER GRAAD{

Ma 32 $M g M¢ $ N 3 (s
K 2 B,617065EeS
DO 10 I =1, N
10 READ », HNU(I)
CALL INIA(A, M, M1)
CALL INIFF(FF, M1)
DEGREE = GRAADYI (A, FF, SIGMA, COEF, M, M1)
DEGREE! = DEGREE ¢
PRINT 100
PRINT 120, DEGREE
PRINT 130, SIGMA(DEGREE)

PRINT 140
DO 20 I = 1, DEGREE}

20 PRINT 150, COEF(I, DEGREE)

100 FORMAT("1POLYNOOMeFITTING, KLEINSTE KWADRATENOPLOSSING,",
c "SINGULIERE WAARDEN ONTBINDING MET LLSOAR UIT IMSL,")

120 FORMAT("OGRAAD ; *,14, /)
130 FORMAT(™ VARIANTIE 3", E24,14,7)
140 FORMAT("™ COEFFICIENTEN ;3 "/)
150 FORMAT(E24,14)
END
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10

100

10

SUBROUTINE LSTSQ1(MAT, N, B, SIG, COEF, M, M1)

BIJ GEGEVEM GRAAD WORDY EEN KLEINSTE KWADRATENOPLOSSING MET

LLSGAR BEREKEND, EN DE GIJBEHORENDE VARIANTIE,
REAL MAT(M1, M), B(M1), SIG(M), COEF(M1, M1)

REAL A(33,.32), FF(33), WKAREA(1300)

N = N ¢ |
CALL DUPMAT(1, M1, 1, Ni, A, MAT, M{, M)
CALL DUPVEC(1, M1, FF, B, M})
CALL LLSQAR(A, FF, M1, Ni, 1, My, Mi, 14, WKAREA, IER)
CALL DUPCVY(is Ni, N, COEF, FF, Mi, Ml
DEL = 0,0
D0 10 1 = 1, M
T = (] » 1) 7/ FLOAT(M)
DEL = DEL + ( POL(N, FF, T, M) = B(]) ) *x ¢
SIG(N) = DEL 7 (M e N
RETURN
END

INTEGER FUNCTION GRAADI(MAT, B, SIG, COEF, M, M1)
BEPAALT DE BESTE GRAAD,
REAL MAT(HM1,M), B(M1), SIG(M), COEF(Mi, M1)

MMING = M » 1
DO 10 NN = 1, MMINY
CALL LSTSG1(MAT, NN, B, SIG, COEF, M, M1)
IF ( NN LEQ, | ) GOTO 10
IF ( SIG(NN) LT, SIG(NN = {) ) GOTO 300
GRAAD] = NN e 1
RETURN
IF ( SIG(NN) ,GT, 1E=8) GOTO 10
GRAAD] = NN
RETURN
CONTINUE
GRAAD = MMINI
RETURN
END

35
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2 XaleleRe e YoXa)

10

20
100

120
130
140
150

POLYNOOM=FITTING, KLEINSTE KNADRATENOPLOSSING.SINGULIERE HAARDEN
ONTBINDING MET LLSAAR UIT IMSL,

GRAAD § 11
VARIANTIE +88489571586134Ee09
COEFFICIENTEN ¢t

®,10155166581505E=04
«10936788593793Ee01
'.518526657969565§00
+92733465701235E+01
*~.,85687862303937E402
.u66300516586395903
».16222953894616E+04
»3683T434240242E404
*,55200420734602E+04
.5340594643359°Ef00
».31067080594829E404
«91148550654053E403

PROGRAM POLFIT2(INPUT,OUTPUT)

FIT EEN POLYMOOM MET EEN KLEISTE KWADRATENOPLOSSING VAN
1,3,11 MET BEHULP VAN FQUAMF UIT NAG,

POLFIT2 ROEPT DIRECT OF INDIRECT DE VOLGENDE SUBROUTINES OF
FUNMCTIONS AANg

DUPCY, F, INIA, INIFF, POL (ZIE VOORAFGAANDE),

LSTSB2, GRAAD2 (ZIE VERVOLG),

FOUAMF (UIT NAG),

HET PROGRAMMA VERWACHT DE GETALLEN HNU ALS INVOER,

COMMON M, N, K, HNU(15)

REAL A(33, 32), COEF(33, 33), SIGMA(32), HNU, K, FF(33)
INTEGER M, N, I, DEGREE, DEGREE}

EXTERNAL GRAAD2
INTEGER GRAAD2

M=z 32 $ Ml 3H+ $ N=s {8
K = 8,617065EwS
DO 10 I = 1, N
READ &, HNU(I)
CALL IMIA(A, M, M1)
CALL INIFF(FF, M1)
DEGREE = GRAAD2(A, FF, SIGHA, COEF, ¥, M1)
DEGREE! = DEGREE ¢ 1
PRINT 100
PRINT 120, DEGREE
PRINT 130, SIGMA(DEGREE)
PRINT 140
DO 20 I = 1, DEGREE}
PRINT 150, COEF(1, DEGREE)
FORMAT("1POLYHOOMeFITTING, KLEINSTE KHADRATENOPLOSSING, ",
c " FOUAMF UIT NAG,")
FORMAT("O0GRAAD2 § ",14, /)
FORMAT (" VARIANTIE 31", E24,14,7)
FORMAT ("™ COEFFICIENTEN § "/)
FORMAT(E24,14)
END
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100
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250
100

10
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LOGJCAL FUNCTION LSTSQ2(4AT, N, B, SIG, COEF, M, M1)

REAL A(33, 32), ALPHA(32), E(32), Y(32), 2(32), R(32), FF(33)
INTEGER IPIV(32)

ETA = 2,0 *x (e47)

IP = IFAIL = 3 Nt = N ¢ 1

CALL FO4AMF(MAT, M1, FF, M1, B, Mi, M1, Ni, IP, ETA, A, M},
c ALPHA, E, Y, Z,» R, IPIv, IFAIL)

IF ( IFAIL LEQ, 1 ) GOTO {00

IF ( IFAIL ,EQ, 2 ) GOTO 200

IFAIL ,EQ, 0 3
CALL DUPCV(Y, Nl, N, COEF, FF, M1, M1)
DEL = 0,0
DO 10 1 = 1, Mt
Tz (1 e 1) / FLOAT(M)
DEL = DEL ¢ ( POL(N, FF, T, M) @ B(I) ) %« 2
SIG(N) = DEL /7 (M = N)
LsTse2 s ,TRUE,
RETURN

TFAIL LEQ, 1 8 ,
PRINT +, “SINGULIER VOOR GRAAD2 1 ", N
LSTS02 = ,FALSE,

RETURN

IFAIL LEQ, 2 ¢

PRINT =, "GEEN POGING OPLOSSING TYE VINDEN, GRAAD 3", N
LSTSG2 = ,FALSE,

RETURN

END

INTEGER FUNCTION GRAAD2(MAT, B, SIG, COEF, M, M})
REAL MAT(M1,™), B(M1), SIG(H), COEF(Mi, M})

EXTERNAL LSTS@2
LOGICAL VAROK, LSTSG2

MMINL = M » 1

DO 10 NN 5 1, MMINY
IF ( LSTSG2(MAT, NN, B, SIG, COEF, M, M1) ) GOTO 100
GRAAD2 = NN = 1
RETURN
GRAAD2 a NN
RETURN
IF ( NN ,EG, 1 ) GOTO 10
IF ( SIG(NN) ,GE. SIG(NNet) ) GOTO 200
IF ( SIG(NN) ,LE, 1E=8 ) GOTO 250
CONTINUE

GRAAD2 & MMINY

RETURN

END
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POLYNOOMeFITTING, KLEINSTE KWADRATENOPLOSSING, FO4AMF UIT NAG,
GRAADZ § 1t

VARIANTIE & +88478836046671E-09

COEFFICIENTEN

®.10155114131025E04
»10936779934852F 0
®.51852648136585E400
2 92733445522349E+01
*,85687851639230E402
»4683004B145521E403
*, 1622295510940 E+04
»36837432988473E404
©.55200419331245E408
+53403947371247E404
»,31067080121878E+04
+91148549712100E403



OOOOOODO0

10

20
100

120
130
140
150

20
10

39

PROGRAM PJLFIT3(I:iPUT,0UTRPUT)

FIT EEN POLYMOOM DDOR DE [JORMAALVERGELIJKING 1,3,8 MET
CHOLESKY'S METHODE OP TC LOSSEN MET BEMULP VAN LEGT2P UIT IHSL,
POLFIT3 ROEPT DIRECT OF INDIRECT DE VOLGENDL SUGRQUTINES oF
FUNCTIONS AAN3

DUPCV, DUPVEC, INIA, IMIFF, F, POL (ZIE VOORAFGAANDE),

GRAAD3, CALSKY3, INIATF (ZIE VERVOLG).,

LEQT2P, VTPROF (UIY IMSL),

HET PROGRAMMA VERWACHT DE GETALLEN HNU ALS INVOER,

COMMON M, N, K, HHU(1S5)

REAL A(33, 32), ATA(528), ATF(32), COEF(32, 323, SIGMAL32],
HNU, K, FF(33)
INTEGER DEGREE, DEGREEY, UB

EXTERNAL GRAAD3
INTEGER GRAAD3

M =z 32 $ M a M+
UB = M4 &« (M ¢+ 1) 7/ 2
K = B,617065E~S
DO 10 I = 1, N
READ #, HNU(I)
CALL INIA(CA, M, M1)
CALL INIFF(FF, M1)
CALL YTPROF(A, M1, M , Hl, ATA)
CALL INIATF(A, FF, ATF, M, M1)
DEGREE = GRAAD3I(ATA, ATF, SIGMA, COEF, M, M}, FF, UB)
DEGREEY = DEGREE ¢ 1
PRINT 100
PRINT 120, DEGREE
PRINT 130, SIGMA(DEGREE)
PRINT 140
DO 20 I = 1, DEGREE!Q
PRINT 150, COEF(I, DEGREE)
FORHAAT ("1 POLYNOOMeFITTING, NORMAALVERGELIJKING EN CHOLESKY"®,
" ONT3INDING, LEQT2P UIT IMSL,", 2)
FORHAT("OGRAADY § ",14, /)
FORMAT(™ VARIANTIE 3", E24,14,/)
FORMAT(" COEFFICIENTEN § "/)
FORMAT(E24,14)
END

SUBROUTINE INIATF(A, FF, ATF, M, M1)
REAL A(Mt, M), FF(M1), ATF(M)

DOUBLE PRECISION SUM

PO 101 =1, M
SUM = 0,001
DO 20 J = 1, M
SUM = SUM + DBLE( A(J,1) ) * DBLE( FF(J) )
ATF(I) = SUM
RETURN
END
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200
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100
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LOGICAL FUNCTION CHLSKY3(MAT, N, ATF, SIG, COEF, M, M1, FF, UB)
INTEGER UB
REAL MAT(UB), ATF(M), SIG(M), COEF(M, M), FF ML)

REAL BB(32), WKAREA(592)
INTEGER IDGT, IER, I, Nj
LOGICAL 0K

NiL = N ¢+ 1
CALL DUPVEC(1, Ni, BB, ATF, M)
CALL LEQT2P(MAT, 1, N1, M, BB, IDGT, D1, D2, WKAREA, 1ER)
CHLSKY3 = OK = ( JER ,NE, 129 ) .AND, ( IER «NE, 130 )
IF ( 4NOT, OK ) RETURN
CALL DUPCV(1, N1, N, COEF, BB, M, M)
OEL = 0,0
DO 101 =1, Mg
T = (1l e 1) /7 FLOAT(M)
DEL = DEL # ¢ POL( Ny BB, T, M) @ FF(I) ) #4 2
SIG(N) 5 DEL / (M e N)
RETURN
END

INTEGER FUNCTION GRAAD3(MAT, B, SIG, GOEF, M, M}, FF, UB)
INTEGER M, Hi, UB
REAL MAT(UB), B(M), SIG(M), COEF(M,M), FF(M})

EXTERNAL CHLSKY3
LOGICAL CHLSKYS

INTEGER NN, MMIN}
LOGJCAL VAROK

MMIN] 2 M e |
DO 10 NN = §, MMINt
IF ( CHLSKY3(MAT, NN, B, SIG, COEF, M, M1, FF, UB) ) GOTO 100
GRAAD3 = NN w
RETURN
GRAAD3 s NN
RETURN
IF ( NN ,EQ, § ) GOTO 10
IF ( SIGINN) ,GE, SIG(NNel) ) GOTQ 200
IF ( SIGINN) ,LE, {Ee«8 ) GOTO 250
CONTINUE
GRAAD3 = MMIN}
RETURN
END



PULYNOOM=FITTING, NORMAALVERGLLIJKING EN CHOLESKY ONTBINDING, LEGT2P
UIT IMSL.

GRAAD3 § 11
VARIANTIE @ ,55365521999326E=08
COEFFICIENTEN 13

L4382033207348UE=08
«. 1565277286921 1E=01
L4B992303401633E400
*.53987976113787E401
L2UB98356789310E402
«,23290338480592E402
«.24760564350372E403
L11973184247179E+04
»,26148523440469E4+04
.32232572878527E+04
*,22317281120634E+04
L 7564BB8348328084E403
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OO0 ONON

10

20
100

120

130
140
150

PROGRAM POLFITU4(INPUT,OUTPUT)

FIT EEN POLYNOOM DOOR DE {ORMAALVERGELIJKING 1,3,8 MET
CHOLESKY'S METHODE 0P TE LOSSEN MCT BEHULP VAN FO4ASF ULIT NAG,
POLFIT4 ROEPT DIRECT OF INDIRECT DE VOLGENDE SUBROUTINES OF
FUNCTIONS AAN;

DUPCV, INIA, INIFF, POL (ZIE VOORAFGAANDE),

CHLSKY4, GRAADY4, INIATAF (ZIE VERVOLG),

FOI1CJF, FOICKF, FO4ASF (UIT NAG),

HEY PROGRAMMA VERWACHT DE GETALLEN HNU ALS INVOER,

COMMON M, N, K, HNU(15)

REAL A(33! 32), ATA(32, 32), ATF(32), COEF (32, 32), SIGMA(32),
HNU, K, FF(33)
INTEGER DEGREE, DEGREEQ

EXTERNAL GRAADY
INTEGER GRAAD4

M=32 sM aMet1 §Ns iS5
K = B,617065EeS
0O 10 1 =1, N
READ , HNU(I)
CALL INIA(A, M, M§)

"CALL INIFF(FF, M1)

CALL INIATAF(A, ATA, ATF, FF, M, M1)
DEGREE = GRAADU(ATA, ATF, SIGMA, COEF, M, Mi, FF)
DEGREE! = DEGREE ¢ |
PRINT 100
PRINT 120, DEGREE
PRINT 130, SIGMA(DEGREE)
PRINT 140
DO 20 I = 1, DEGREE}
PRINT 150, COEF(I, DEGREE)
FORHAT(":POLYNOOMoFITTING. NORMAALVERGELIJKING EN CHOLESKY",
" ONTBINDING, FOUASF UIT NAG,")
FORMAT("OGRAADU § ", 14, /)
FORMAT(" VARIANTIE 1", E24,14,7)
FORMAT(™ COEFFICIENTEN 3 /)
FORMAT(E24,14)
END

SUBROUTINE INIATAFCA, ATA, ATF, FF, ¥, M1)
REAL ACMI, M), ATA(M, M), ATF(M), FF(HY)

REAL AT(32, 33), 2(1)

IFAIL = 0

CALL FOICJF (AT, A, M, M{, 0, IFAIL)

CALL FOICKF(ATA, AT, Ay, My M, M1, 2, §, 1, IFAIL)
CALL FOICKF(ATF, AT, FF, M, 1, Ml, Zo 1, 1+ IFAIL)
RETURN

END
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200

300

10

200
250
100
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LOGICAL FUMNCTION CHLSKY4(MAT, N, B, SIG, COEF, M, M3, FF)
REAL MAT(M, ™M), B(M)s SIG(M), CUEF(M, M)y FF(M1)

REAL SOL(32), WK1(32), WKa2(32), DEL, T

Ni 3 N ¢ |

IFAIL = 1

CALL FO4ASF(MAT, M, B, Nt, SOL, WK1, wK2, IFAIL)
IF ( IFAIL = § ) 300, 200, 100

IFAIL EQ, 2 3 ,
PRINT &, "MATRIX TE SLECHT GECONDITIONEERD, GRAAD 3%, N
CHLSKY4 = ,FALSE,

RETURN

IFAIL EGQ, 1 8

PRINT &, WMATRIX MIET POSITIEF DEFINIET, GRAAD 3 ", N
CHLSXY4 = ,FALSE,

RETURN

IFAIL L,EQ, O3 AANROEP WAS SUCCESVOL,
cHLSKY4 = ,TRUE,
CALL DUPCV(1, Ni, N, COEF, SOL, M, M)
DEL = 0,0
00 101 = 1, M}
T = (1l = 1) 7 FLOAT(M)
DEL = DEL ¢ ( POL(C N, SOL, T, M) e FF(I) ) w= 2
SIG(N) = DEL /7 (M = N)
RETURN
END

INTEGER FUNCTION GRAAD4(MAT, B, SIG, COEF, M, Mi, FF)
INTEGER M, Mt
REAL MAT(M,M), B(M), SIG(M), COEF(M,™), FF(M1)

EXTERNAL CHLSKY4
LOGICAL CHLSKY4

INTEGER NN, MMIN}

MMINL = M = {
DO 10 NN = 1, MMINI

IF ( CHLSKY4(MAT, NN, B, SIG, COEF, M, M1, FF) ) GOTO 100

GRAADY = NN e 1
RETURN
GRAADY = NN
RETURN
IF ( NN LEG, 1 ) GOTO 10
IF ( SIG(NN) ,GE, SIG(NNe}) ) GOTO 200
IF ( SIG(NN) ,LE, 1E=8 ) GOTO 250
CONTINUE
GRAAD4 = MMIN{
RETURN
END
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POLYNOOMeFITTING, NORMAALVERGELIJKING EN CHOLESKY ONYBINDING, FOQ4ASF
UIT NAG,

GRAAD4 3 1
VARIANTIE 1t +55365522163548E=08
COEFFICIENTEN 3

.43820332(073484Ew0q
©.15652772869211E=01
.48992303401633E400
~,53987976113787E+01
2469835678931 0E402
*,23290338480592E402
~.20760564350372E403
L11973184247179E404
®,261UB523440469E+04
.32232572878527E+04
-,22317281120634E+04
«75488348328084E403
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1. LINEAIRE ALGEBRA
1.2. Het eigenwaardenprobleem en de

singuliere waarden ontbinding

door D.T. Winter

(Mathematisch Centrum)
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1.2.1. Inleiding

Evenals voor het onderwerp lineaire stelsels bestaan er ook voor het
eigenwaardenprobleem en de singuliere waarden ontbinding goed geanalyseerde
algoritmen. We zullen bekijken wat de programmatheken ACCULIB (ALGOL 60 en
FORTRAN) , IMSL (FORTRAN) , NAG (ALGOL 60 en FORTRAN) en NUMAL (ALGOL 60) ons
op dit gebied te bieden hebben. Tevens zullen we, om meer inzicht in de
singuliere waarden ontbinding te verkrijgen, het probleem aangeroerd bij
het onderwerp lineaire stelsels met deze ontbinding trachten op te lossen.

Ter verduidelijking is bij alle programmatuur uit ACCULIB met een A
(ALGOL 60) of een F (FORTRAN) aangegeven voor welke taal de betreffende
routine geschikt is. In de NAG programmatheek komt iedere routine twee maal
voor, voor beide programmeertalen eenmaal, dit is aangegeven door een A of
een F aan het eind van de routinenaam. Wij hebben deze routines overal
samengenomen door de laatste letter te vervangen door A/F. Zo staat

FO2AXA/F voor de twee routines FO2AXA (ALGOL 60) en FO2AXF (FORTRAN) .

1.2.2. Overzicht beschikbare programmatuur voor het eigenwaardenprobleem

We beschouwen het (gegeneraliseerde) eigenwaardenprobleem

(1.2.2.1) Bax = ABx,

waarbij A en B gegeven n bij n matrices zijn, x een n-vector is (een eigen-
vector) en A een scalar is (een eigenwaarde). Het is bekend dat vergelijking
(1.2.2.1) n eigenwaarden heeft, die echter niet noodzakelijk verschillend
zijn. Heeft deze vergelijking verder n lineair onafhankelijke eigenvectoren,
dan noemen we de vergelijking niet-defect. In het defecte geval heeft de
vergelijking dus minder dan n lineair onafhankelijke eigenvectoren en is in
feite incompleet.

Het eigenwaardenprobleem is het probleem é&én of meerdere eigenwaarden
en/of eigenvectoren van (1.2.2.1) te berekenen.

Aangezien er geen Programmatuur beschikbaar is voor defecte vergelij-
kingen beperken we ons tot de niet-defecte vergelijkingen. In de volgende
gevallen is van te voren bekend dat de vergelijking niet-defect is, in
andere gevallen is dat niet of moeilijk te bepalen:

a) A reéel symmetrisch, B reel symmetrisch en niet singulier;

b) A complex hermitisch, B complex hermitisch en niet singulier;
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(B mag dus in beide gevallen de eenheidsmatrix zijn).
We gaan nu het probleem uitsplitsen in het gewone eigenwaardenprobleen,
waarbij B de eenheidsmatrix is.

(1.2.2.2) Ax = Xx

en het gegeneraliseerde eigenwaardenprobleem, met B ongelijk aan de een-

heidsmatrix.

1.2.2.1. Het gewone eigenwaardenprobleem

We hebben de beschikbare programmatuur ondergebracht in een aantal
tabellen. Tabel 1 bevat een ruwe indeling van het type matrix (A) en ver-
wijst naar tabellen 2 tot 5. We hebben speciale vormen van A (zoals tridia-
gonaalvorm etc.) weggelaten omdat de meeste routines er vanuit gaan dat die

speciale vorm bereikt is met andere routines uit dezelfde programmatheek.

TABEL 1
A reéel, symmetrisch zie Tabel 2
A reéel, niet-symmetrisch zie Tabel 3
A complex, hermitisch zie Tabel 4
A complex, niet-hermitisch zie Tabel 5
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TABEL 2
Alleen eigenwaarden ACCULIB disktri + tql2(F)
IMSL EIGRS
NAG FO2AAA/F
NUMAL grivalsyml
grivalsym?2
Eigenwaarden + eigenvectoren ACCULIB jacob (A/F)
disktri + tql2 + treigv (F)
tred2 + tql2 (A/F)
IMSL EIGRS
NAG FO2ABA/F
NUMAL grisym
Beperkt aantal eigenwaarden NUMAL eigvalsyml
eigvalsym2
Beperkt aantal eigenwaarden NAG FO02AGA/F
+ eigenvectoren NUMAL eigsymi
eigsym 2

1) Speciaal geschikt voor zeer grote matrices.
2) Berekent naar wens de eigenvectoren.

TABEL 3
Alleen eigenwaarden IMSL EIGRF
NAG FO2AFA/F
NUMAL reaeigval

comeigval

Eigenwaarden + eigenvectoren ACCULIB eigen (A/F)

IMSL EIGRF
NAG FO2AGA/F
NUMAL reaeigl
reaeig3
comeigl
Beperkt aantal eigenwaarden NAG FO2AGA/F

+ eigenvectoren

1) Berekent naar wens de eigenvectoren.

2) Alleen te gebruiken als van te voren bekend is dat alle eigenwaarden
reéel zijn. . T

3) Berekent ook de eigenrijen (d.i. de oplossing van x'A = \x').

1)
2)

1)

2)

1)

2)

3)
1)

2)
2)



TABEL 4
Alleen eigenwaarden IMSL EIGCH 1)
NAG FO2AWA/F
NUMAL grivalhrm
Eigenwaarden + eigenvectoren  IMSL EIGCH 1)
NAG FO2AXA/F
NUMAL qrihrm
Beperkt aantal eigenwaarden NUMAL eigvalhrm
Beperkt aantal eigenwaarden NUMAL eighrm

+ eigenvectoren

1) Berekent naar wens de eigenvectoren.

TABEL 5
Alleen eigenwaarden IMSL EIGCC 1)
NAG FO2AJA/F
NUMAL eigvalcom

Eigenwaarden + eigenvectoren ACCULIB equil + nordig + renorm

IMSL EIGCC 1)
NAG FO2AKA/F
NUMAL eigcom
Beperkt aantal eigenwaarden NAG FO2ALA/F

+ eigenvectoren

1) Berekent naar wens de eigenvectoren.

1.2.2.2. Het gegeneraliseerde eigenwaardenprobleem

Er is geen programmatuur beschikbaar voor complexe matrices. Het reéle
geval kunnen we onderverdelen in:
1) A is symmetrisch, B positief definiet zie tabel 6;
2) Aan 1) is niet voldaan zie tabel 7.
In geval 2) moeten we er rekening mee houden dat eigenwaarden oneindig

kunnen zijn, en zelfs ongedefinieerd (als Ax = Bx = 0).
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TABEL 6
Alleen eigenwaarden NAG - FO2ADA/F
Eigenwaarden + eigenvectoren NAG FO2AEA/F
TABEL 7
Alleen eigenwaarden IMSL EIGZF 1)

NUMAL gzival
Eigenwaarden + eigenvectoren IMSL EIGZF 1)

NUMAL qgzi

1) Berekent naar wens de eigenvectoren.

1.2.2.3. Gebruik van eigenwaarden bij het berekenen van nulpunten van

polynomen

Met behulp van de eigenwaardenroutines voor symmetrische matrices kan
men de nulpunten van orthogonale polynomen berekenen. Hiervoor is nog slechts
€én routine voorgesteld (in NUMAL). Wel is er in NUMAL een routine (polzeros)
die met behulp van de routines voor berekening van eigenwaarden de nulpunten
van een reéel polynoom berekenen. De zo berekende nulpunten zijn niet erg
nauwkeurig, ze kunnen echter goed gebruikt worden als beginschattingen voor

andere routines.

1.2.3. Programmatuur voor de singuliere waarden ontbinding

De singuliere waarden ontbinding van een n bij m matrix A wordt ge-

definieerd door
H
(1.2.3.1) a = uzv

met U en V unitaire matrices en I een diagonaal matrix. De elementen op de
diagonaal van I dienen positief of O te zijn, en heten singuliere waarden.
We kunnen de singuliere waarden ontbinding, onder andere, in de volgen-

de gevallen gebruiken:



a.

(1

C.

(1

(1

d.

e.

f.
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Bepaling van de rang van A. De rang is gelijk aan het aantal singuliere
waarden ongelijk aan O. Als we numeriek te werk gaan zullen we natuur-
lijk singuliere waarden kleiner dan een bepaald (klein) getal als nul
beschouwen.

Bepaling van de pseudo-inverse van A (voor definitie zie hoofdstuk 1.1.).

De pseudo-inverse van A wordt bepaald door
.2.3.2) A =1U0LV

waarbij Z+ ook een diagonaal matrix is, met nullen op de diagonaal waar
% ook nullen heeft, en verder de inversen van de singuliere waarden
(zie ook de opmerking bij a.).

Oplossing van een kleinste-kwadratenprobleem. Laat gegeven zijn het

stelsel
.2.3.3) Ax =D

met de vraag x zodanig te bepalen dat de lengte van de vector r = Ax - b
minimaal is. In dit geval is

.2.3.4) x = A'b.

een oplossing, en wel, indien er meerdere oplossingen zijn, de oplossing
van minimale lengte.

Bepaling eigenwaarden en eigenvectoren van AHA. De eigenwaarden zijn
gelijk aan de kwadraten van de singuliere waarden van A, en de eigen-
vectoren staan in matrix V (want AHA = VZHZVH). De singuliere waarden
ontbinding is nauwkeuriger dan wanneer we eerst AHA berekenen en daarna
hiervan het eigenwaardenprobleem oplossen.

: . H . ; . -1 -
Bepaling van de inverse van A A. De inverse is eenvoudig VI (ZH) 1VH

Ook hier is weer de singuliere waarden ontbinding stabieler.

In het algemeen de oplossing van stelsels Ax = b. Vaak is oplossing met
behulp van de singuliere waarden ontbinding stabieler dan met de andere
methoden (vgl. hoofdstuk 1.1.). Dit geldt vooral als A een slechte kon-

ditie heeft.

In de volgende tabel kunnen we aflezen welke routines voor de singu-

liere waarden ontbinding beschikbaar zijn (er zijn geen routines voor com-

plexe matrices).
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TABEL 8
Alleen singuliere waarden NUMAL grisngval
Volledige ontbinding IMSL LSVALR
NAG FO1BGA/F 1)
FO1BHA/F
NUMAL grisngvaldec

. s T . . .
1) Berekent niet de ontbinding UIV', maar I, V en bij een gegeven matrix

T R . +
B: U B, dit is een deel van de berekening van A B.

1.2.4. Gebruik van de singuliere waarden ontbinding

In het probleem, vermeld in hoofdstuk 1.1.3. komen we uiteindelijk tot

de volgende wiskundige formulering:

Bepaal een polynoom PN(t) = X%, + xlt + ...+ thN van graad N zo-
danig dat
v 2
(1.1.3.6) ¢\ (xg,-nix) = iZO (£(t) - P (t))

minimaal is, waarbij m, f en ti gedefinieerd zijn als in hoofdstuk 1.1.3.

Noteren we voor zekere N > 1.
F = (£(t), £(t,) £t 7T
(0} S R m

en

T

X = (xo,...,xN) ;

en verder nog de zg. Vandermonde matrix:

N
1 tO cee to

VvV = . . .
1t N
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dan wordt dus gevraagd de lengte van de vector Vx-F te minimaliseren, en
dat is precies het kleinste-kwadratenprobleem uit voorbeeld 1.2.3.c.

Verder willen we natuurlijk dat het polynoom PN(t) van zo laag moge-
lijke graad is. Om dit te verwezenlijken laten we N lopen vanaf 1 en be-
palen de rang (numeriek) van matrix V. Aangezien het aantal rijen van V
groter is dan het aantal kolommen (N+1) is de rang dus maximaal N + 1. Geldt
nu vanaf zekere N0 dat de rang niet maximaal is, dan had toevoeging van de
(NO+1)ste kolom geen zin, en kunnen we stoppen. Voor het uitgewerkte voor-
beeld zie men het bijgevoegde programma.

Ter bepaling van de numerieke rang werd de routine grisngvaldec uit de
NUMAL programmatheek gebruikt; en om uiteindelijk de vector x te berekenen

werd de routine solsvdovr uit NUMAL gebruikt.

1.2.5. Aanvullende notities

1.2.5.1. De "performance indicator" in de IMSL programmatheek

De “"performance indicator" wordt gebruikt in verscheidene routines. Hij
geeft aan hoe goed het proces verlopen is. Een waarde groter dan 100 be-
tekent slecht verloop, waardeloze resultaten, een waarde kleiner dan 1 be-
tekent een gunstig verloop. Dit laatste wil zeggen dat, gegeven een matrix
A, een vector x en een scalar A, er kleine verstoringen AA, Ax en AXA zijn
opdat (A+AA) (x+Ax) = (A+AL) (x+Ax) . Dit betekent dat A dicht bij een echte
eigenwaarde van A ligt, echter geenszins dat x dichtbij een eigenvector van

A ligt.

1.2.5.2. De routines reaeigval, reaeigl en reaeig3 uit NUMAL

Deze routines werken alleen maar correct als alle eigenwaarden reéel
zijn. Zijn niet alle eigenwaarden reéel dan leveren de routines de reéle
delen van de eigenwaarden af en eigenvectoren die nergens op slaan. Uiter-
aard kan men altijd comeigval en comeigl gebruiken, en deze routines zijn

vaak sneller, 66k als alle eigenwaarden reéel zijn!

1.2.5.3. Structuur van de routines

Alle routines transformeren de invoermatrix (matrices) eerst naar een
speciale vorm, waarbij eigenwaarden c.q. singuliere waarden behouden

blijven. Deze speciale vorm kunnen we aflezen uit de volgende tabel:
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TABEL 9
probleem speciale vorm
Ax = Ax, A redel symmetrisch tridiagonaal reéel symmetrisch
of complex hermitisch
Ax = Ax, andere gevallen hessenberg
Ax = ABx A+hessenberg, B>driehoeksvorm
A = UZVT bidiagonaal

Hierna wordt het iteratieve proces losgelaten op de speciale vorm.

Is de matrix al in speciale vorm, dan kunnen we de transformatiefase
overslaan; dit is echter niet nodig omdat direct ontdekt wordt dat deze
fase leeg is. Bovendien als we deze fase overslaan en we willen eigenvec-
toren of de volledige singuliere waarden ontbinding berekenen, dan dienen

we speciale kunstgrepen toe te passen.

1.2.5.4. Berekenen van eigenrijen

Alleen de routine eigen uit ACCULIB berekent eigenrijen. Willen we
deze berekenen met &&n van de andere routines, dan dienen we het getrans-
. . . T ..
poneerde probleem in te voeren, immers de elgen vectoren van A" zijn de

eigenrijen van A etc.

1.2.5.5. Singuliere waarden ontbinding van matrices met meer kolommen dan

rijen

Alle routines voor de singuliere waarden verwachten dat het aantal
rijen groter is dan of gelijk is aan het aantal kolommen. Is dit niet het

geval, dan voeren we de getransponeerde matrix in.

1.2.5.6. Vierkante matrix U bij de singuliere waarden ontbinding

Soms bestaat er behoefte aan een vierkante matrix U terwijl de invoer-
matrix niet vierkant is. We lossen dit op door de invoermatrix met een aan-

tal aanvullende nulkolommen vierkant te maken.
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Bijlagen

"BEGIN® "COMMENT™ PROGRAMMA V(OR POLYHNQM FITTING MET SINGULIERE
WAARDEN ONTBINDING, VOORBEELDPROGRAMMA VOOR GRBRUIK IN HET
KADER VAN HET COLLOQIUM NUMZRIEKE PROGRAMMATUUR, DWINTERj

"PROCEDURE™ DUPVEC(L,U,SHIFT,A,B); "CODE"® 31030,
"PROCEDURE™ DUPMAT(LR,UR,LC,UC,A,B); "CODE" 31035,

"INTEGER™ “PROCEDURE" ARISNGYALDEC (A, My N, VAL, V,EM)y "CODE™ 342739
"PROCEDURE" SOLSVDOVR(U,VAL,V,M,N,X,EM); "CODE" 34280;

"INTEGER"™ N, M, M1y
N3= 153 M3z 323 M{sa 33,
"BEGIN"
"REAL" "PROCEDURE®™ F(T); "VALUE" Ty "REAL" T3
"BEGIN™ "REAL" LABDA, PROD3 "INTEGER" I3
"REAL"™ "PROCEDURE"™ SINH(X)s "CODE" 35114
LABDA= (T x 4 4+ 1) # Kk = 200;
PRODt= {3 "FOR™ Ij= | “STEPnm | WUNTIL® N wpQ"
PROD3= PROD / SINH(HNUII) / (LABDA « 2))s
F3= PROD / (LABDA & 2 «x N)
"END"* F3;

"REAL" "PROCEDURE" POL(NN, X, T)} "VALUE"™ NN, T;

"INTEGER™ NNy "REAL"™ T3 "ARRAY"™ X,

"BEGIN" "INTEGER™ Iy "REAL" PRODj
PRODg= X[NN ¢ 1] "FOR" I3= NN "STEP" e | "UNTIL" 1§ ®pO*
PROD:= PROD » T ¢ X({IJs POL3= PROD

"END" POL}

"PROCEDURL" OUT(BG, BV, COEF); "INTEGER" BGj; "REAL" BYy
"ARRAY" COEF})
"BEGIN"™ "INTEGER"™ I}
QUTPUT (61, "("//, "("DE BESTE GRAAD IS »)=, 2ZDaB,
"("MET VARIANTIE "), B,4D"+3D, //")", BG, BV))
OUTPUT (b1, "(""("DE COEFFICIENTEN ZJJN")", /sn)n)y
"FOR"™ Iy= 0 "STEP®m | wynyTIL" BG "DOM
OUTPUT(61, "("2ZD2B, +,14D"+30, /")v, I, GCOEF{I + 1])
"ENDM OUT

"INTEGER" NN, I, J, BESTEGRAAD)

"REAL"™ NPM, K, MINj ,

"ARRAY"™ HNU[1§N), COEF, FFI{tM1), EMIOs7),

VAL, VVALI[1:M], A, &AA, UULI ML, 1aMT, Y, YV 1M, 14M)

Ki= B8,617065"=5;

OUTPUT (61, "("/, "("INVUER VOOR HNU“)™, AR ADF]

"FOR™ 13= | "STEP"™ | mUNTIL"™ N "DO"

"BEGIN" INPUT(60, "("/, +45D"¢30")", HNUIIY)g
OUTPUT (61, "("/, +.,50"+3D")", HNU(I])

WEND";
"FOR®™ I3= 0 "STEP® 1 wUNTIL"® M wDQ® FFIT ¢ 1133 F(T 7 M)y
"FOR"™ I3= 0 "STEP"™ { AMUNTIL® M wpQ"

"FOR®™ Ji= 0 "STEP™ 1 "UNTIL" M = | "DO"

ALl + 1,J ¢ 1]8= "IF" J = 0 "THEN" | "ELSE™ "IF® I = 0 WTHEN®
0 "ELSE™ (I 7 M) »¢ J;

EMI0142 "widy EMI2)132 "w12y EMI4132 100; EM[6]12 "wQy
OUTPUT(61, "("//y "("GRAAD RAMG  MIN,SING,WAARDE")", VZAILIY)
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#EOR® NN$= | "STEP™ { "UNTIL" M e { "DO"
"BEGIN" DUPHMAT(1, M1, 1, HN ¢ 1, Ak, A)j

1:= QRISNGVALDEC(AA, M1, NN & 1, VAL, V, EM)s

nIF® I Sz 0 "THEN®

"BEGIH" OUTPUT(61, "("//,"("QRISNGVALDEC NIET GEREED™)"")®)y

"GOTO" EXITY

"END“l

MINg= VALINN + 1)

"FOR™ Ig= { “STEP® | "UNTIL™ NN "DO*

SIF" VALII) < MIN "THEN" MIHtss VALIL)j

QUTPUT(61, "("2(3Z03B), N, /")", NN, EM([T], MIN)3

wIF® EM[7) <= NN "THEN" "GOTO" EXITy

DUPMAT(L, Mi, 1, NN ¢ 1, UU, Ad)y

DUPMAT(1, NN + 1, 1, NN + 1, VV, V)

DUPVEC(Y, NH + 1, 0, VYVAL, VAL);

BESTEGRAADE= NN
"END"™ LOOP}

EXITt DYPVEC(1, M{, O, COEF, FF)1

SOLSVDOVR(UU, VVAL, VV, M1, BESTEGRAAD ¢ 1, COEF, EM)j

NRM3= 0;

WEOR™ I3= 0 "STEP® § PUNTIL"™ M %DO"

NRMi= NRM ¢ (POL(BFSTLGRAAD, COEF, I 7/ M) = FFII ¢ 1)) »a 23
OUTPUT (61, "("/, "(*DE RESULTATEN ZIJIN*)", //%)");
DUT(BESTEGRAAD, NRY / (H = BESTEGRAAD), COEF);

EXITS
NENDI

"ENDW
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2. BEGINWAARDE- en BEGIN-RANDWAARDEPROBLEMEN

2.1. Beginwaardeproblemen voor stelsels gewone

differentiaalvergelijkingen

door P.A. Beentjes

(Mathematisch Centrum)
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2.1.1. Inleiding; Inventarisatie programmatuur

Veel verschijnselen en problemen zijn wiskundig te beschrijven door
middel van een stelsel gewone differentiaalvergelijkingen, waarvan de

oplossing in een bepaald punt gegeven is

y' f(x,y),

y(xo) =Yg f en y mogelijk vectoren.

Dikwijls zal men van deze beginwaardeproblemen de oplossing in &&n of
meerdere punten willen weten. Als deze oplossing moeilijk of in het geheel
niet analytisch te bepalen is (wat meestal het geval is), dan zal men

zijn toevlucht moeten nemen tot numerieke methoden. In totaal zijn hiervoor
in de te bespreken programmatheken (ACCULIB, IMSL, NAG en NUMAL) zo'n 30
procedures (subroutines) beschikbaar.

Een overzicht van deze programmatuur wordt gegeven in tabel 1. Voor
eventuele verwijzingen zijn de procedures (met welke naam voor het gemak
ook subroutines bedoeld kunnen zijn) van een nummer, met toevoeging A
(ALGOL procedure) en/of F (FORTRAN subroutine), voorzien.

Na deze inleiding zullen allereerst de belangrijkste (stuur)parameters,
die men bij een procedure voor het oplossen van beginwaardeproblemen kan
tegenkomen, worden besproken. Vervolgens zullen, afhankelijk van probleem-
eigenschappen en specifieke wensen van de gebruiker, adviezen worden gege-
ven ten aanzien van de te gebruiken procedure (s).

Tenslotte zal, door middel van een tweetal voorbeelden, de praktijk

van het oplossen, in de vorm van programma's, worden bekeken.



TABEL 1

Inventarisatie van de beschikbare programmatuur.

Programmatheek

ACCULIB
IMSL

NAG

NUMAL

Procedurenaam

DIFFSYS
DASCRU
DCSLDE
DREBS
DVOGER

F
D02A22§F§
DO2AEA(F)
DO2AHA (F)
MULTISTEP
IMPEX
LINIGERLVS
RKE
RK4NA
RK5NA
RK2N
RK3N
EXP.F.TAYLOR
EFERK
EFSIRK
GMS
DIFFSYS
MODIFIED TAYLOR
EFRK
LINIGER 2
ARK

Nummexr

2F
3F
4F
5F
6AF
7AF
8AF
9a
10Aa

12a
13a
14A
15A
16A
17a
18A
19A
20A
21a
22n
23a
24A
253

Algoritme

Bulirsch-Stoer

Merson

Bulirsch-Stoer
Gear

Merson

Gear

Krogh

Gear

Liniger-Willoughby
Runge-Kutta
Runge-Kutta
Runge-Kutta
Runge-Kutta
Runge-Kutta

Taylor

Runge-Kutta
Runge-Kutta
Multistep
Bulirsch-Stoer
Taylor

Runge-Kutta
Liniger-Willoughby
Runge-Kutta

65
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2.1.2. Belangrijke (stuur)parameters

Zoals bij de meeste procedures het geval is, onderscheiden we ook
bij procedures voor beginwaardeproblemen input (i-), output (o-) en
input/output (io-) parameters. Voor de naamgeving van de hieronder te
bespreken parameters is getracht een zo goed mogelijke "doorsnee" benaming

te nemen.

n - i-parameter.
Het aantal componenten van y. Sommige procedures hebben een

analogon voor scalarvergelijkingen (1A, 12A - 16a).

X - io-parameter.
De onafhankelijk variabele waarin meestal de beginwaarde Xq
moet worden meegegeven,
b - i-parameter.
Eindpunt van het integratieproces. De beschrijvingen van 2F,
12A, 15A en 16A maken duidelijk dat &8k b < X, mag zijn.
Bij sommige procedures (13A en 14A) mag b een oplossings-
afhankelijke expressie zijn.
Als een gebruiker geinteresseerd is in een rij waarden
{y(xi)}I:=1 dan moet hij in de regel (uitzonderingen: 5F, 9a, 10A)

de door hem gebruikte procedure N-maal aanroepen.

y - io-parameter.
De afhankelijk variabele, meestal een array ter lengte n,

waarin bij aanroep de beginwaarden gegeven moeten zijn.

der - Een procedure, door de gebruiker te schrijven, waarin de afge-
leide wordt berekend.
Soms wordt deze procedure componentsgewijs aangeroepen

(3F, 13A - 16A).

jac - Een procedure, wé&&r door de gebruiker te schrijven, waarin de
jacobiaan - dat is de matrix met elementen afi/ayj - wordt be-
rekend. In vele gevallen zal men dit liever numeriek willen
doen. Als de hoofdprocedure hiervoor geen optie heeft, kan men
in iedere programmatheek wel een geschikte hulpprocedure voor

de jacobiaanberekening vinden.



rp,ap -

h,hmin,hmax -

sigma -

out -
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i-parameters.

Relatieve en absolute precisie waarmee de nawwkeurigheid
van het integratieproces wordt gestuurd. De verkregen
nauwwkeurigheid in de oplossing zal in de regel toenemen bij
kleinere waarden van deze stuurparameters.

Dikwijls zijn rp en ap arrays.

De procedures 4F - 8AF willen van de gebruiker een indicatie
omtrent de te voeren stuurprecisie (relatief, absoluut of

beide).

o-parameter.

Geschatte fout (mogelijk componentsgewijs) in de oplossing.
Over het algemeen zal e slechts de grootte-orde van de
werkelijke fout benaderen. Men mag dan ook geen al te groot

belang toekennen aan deze foutschatting.

jo-parameters.

Respectievelijke begin-, minimale- en maximale stap voor
het integratieproces. De waarde hmin zal in de regel
slechts gebruikt worden als er zich moeilijkheden voordoen
tijdens integratie; om deze mogelijke knelpunten het hoofd
te bieden verdient het aanbeveling om hmin een veilige

(= behoorlijk kleine) waarde te geven.

Voor integratie met een door de gebruiker voorgeschreven
stap, kan men terecht bij de procedures 1A - 6AF, 23A en
24A.

De é&énstapsprocedures 1A, 4F en 5F geven na iedere stap
een suggestie voor de grootte van de volgende stap.

Ook bij veel andere dan de genoemde procedures kan men de

stap, door middel van hmin = hmax, zelf regelen.

i-parameter.

Een schatting van de spectraalradius of dominante eigen-
waarde (n) van de jacobiaan. Deze parameter komt alleen voor
in de specialistische NUMAL procedures 11A, 17A - 20A en
22A - 25A.

o-procedure.
Bij sommige procedures zijn de resultaten hierdoor na

iedere integratiestap beschikbaar.
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foutmeldingen - De meeste procedures zijn beperkt in hun mogelijkheden
tot het signaleren van fouten. Het afbreken van het inte—
gratieproces door het gedwongen gebruik van een te kleine
integratiestaplengte (mogelijke oorzaak: hmin te groot)

geeft de meest voorkomende foutmelding.

2.1.3. Aanbevolen procedures

Tabel 2 geeft via een boomstructuur de aanbevolen procedures voor het
oplossen van beginwaardeproblemen voor gewone differentiaalvergelijkingen.

Deze aanbevelingen kunnen worden gedaan op grond van

a. de resultaten beschreven in de testrapporten van HULL et al. [1972],
CRANE & FOX [1969] en KROGH [1973];

b. specifieke kenmerken van het op te lossen probleem, zoals stijfheid en
grootte;

c. de door de gebruiker gewenste nauwkeurigheid van de oplossing.

De punten b. en c. zullen we nader bespreken aan de hand van de ingangen

van tabel 2.

n klein/n groot

De tak - n groot - slaat op problemen waarvan

(i) het aantal componenten, n, moeilijkheden geeft met betrekking tot
de geheugencapaciteit, 3fwel

(ii) het aantal componenten, n, het gebruik van bepaalde procedures
praktisch onmogelijk maakt op grond van daarin optredende O(n3) en/of
O(nz) processen (bijvoorbeeld LU-decomposities en matrixvermenigvul-
digingen).

De overige problemen worden gedefinieerd door n klein. De problemen met

n groot komen meestal uit de hoek van de (gediscretiseerde) partié&le

differentiaalvergelijkingen.

niet stijf/stijf

Stijve problemen worden gekenmerkt door zeer snel variérende componenten
in de oplossing (samenhangend met een speciaal eigensysteem van de
jacobiaan). De indeling niet-stijf/stijf is zinvol omdat stijve problemen

praktisch niet op te lossen zijn met "niet-stijve" procedures.
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niet speciaal/speciaal

De kwalificatie spectaal slaat enerzijds op de procedures die speciale
informatie over het spectrum van de jacobiaan vragen en anderzijds op
procedures die speciale eigenschappen bezitten, zoals het kunnen integreren
tot het nulpunt van een expressie (13A en 14a) of het direct kunnen oplossen

van tweede orde differentiaalvergelijkingen (15A en 16a).

hoge precisie/lage precisie

Omdat de verhouding (afgeleverde precisie) : (hoeveelheid rekenwerk) niet
constant is voor een willekeurige procedure en een willekeurig probleem,

is het belangrijk om het onderscheid hoge precisie/lage precisie te kun-

nen maken.

Opmerkingen en aanwijzigingen

1. Gebruik een kleine hmin, en een hmax, die niet groter is dan de mini-

male afstand tussen twee punten waarin u de oplossing wilt weten.

N
.

Gebruik voor een stijf probleem géén procedure waarvan de beschrijving
niet expliciet vermeldt dat die procedure voor stijve problemen ge-
schikt is. Omgekeerd kunt u wel "stijve" procedures op niet-stijve
problemen loslaten (b.v. S5F, 7AF en 9A).

3. Als u geen idee heeft van de grootte-orde van de oplossing, dan doet u
er verstandig aan om het integratieproces - zo mogelijk - met een
relatieve en absolute precisie te sturen.

4. Kies de stuurprecisies niet te groot, maar ook niet onredelijk klein.
Een goede stelregel is: niet groter dan 10_3 en niet kleiner dan 10_10.
De meeste procedures lopen "lekker" bij stuurprecisies in de buurt van
1074 - 1072,

5. De nauwkeurigheid van de oplossing kunt u controleren door dfwel het

probleem enige malen met dezelfde procedure, met verschillende stuur-

precisies, op te lossen, dfwel door het probleem met verschillende pro-

cedures op te lossen.

2.1.4. vVoorbeelden

Probleem 1.

In FRAZHO [1974] worden, door middel van een aantal differentiaalver—
gelijkingen, simulatiemodellen gegeven voor de groei van twee algensoorten

("groene" en "blauwgroene") onder invloed van anorganische stikstof en
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fosfor, de intensiteit van het zonlicht en de watertemperatuur van het meer
waarin het proces zich heet af te spelen. Het model dat hier als voorbeeld
wordt gebruikt, ziet er uit als volgt:

dA

-9

T = [ug(T)fl(P)fz(N) + cllAg,

(DVE, (PYE,(N) + ¢, JA ,
] i > P4 Jeiei

(2.1.4.1)

]
av]
I

c.P - c4f1(P)[ug(T)f2(N)Ag + ubg(T)f3(N)Abg],

o = Np - - c4f1(P)f2(N)[ug(T)Ag + ubg(T)Abq].

Hierin zijn:

Ag, Abg’ N en P de concentraties van respectievelijk groene algen, blauw-
groene algen, stikstof en fosfor;

P_ en N : fosfor en stikstof toevoer;
PI en NI zijn als (experimentele?) functies van de tijd,
t, gegeven in de vorm van grafieken;

U en u : groeisnelheden van de algen.
Deze functies van de temperatuur T zijn ook in grafiek-
vorm gegeven evenals de afhankelijkheid van T met betrek-

king tot t (seizoenen!).

In het artikel worden verder de overige functies en constanten van
(2.1.4.1), alsook de beginvoorwaarden gegeven.

De vraag is hoe de algenconcentraties er over een tijdvak van 8 maan-
den (1 maart - 1 november) uit zullen zien.

De oplossing is een kromme met een groeiexplosie (voor de groene
algen) omstreeks begin juni. In de bijlage staat een programma dat deze
kromme als output geeft. Het probleem is niet stijf, maar wel moeilijk

te integreren voor een aantal procedures.

Probleem 2.

Om ook een "stijve" methode te illustreren, beschouwen we een

chemische reaktie met protoneringsevenwichten (de meer chemische kanten
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en achtergronden zijn te vinden in BORKENT [1976].

ky

P+B — Am + H,
K
— A+ H,

Ph — P+ H, evenwichtsconstante Kl'

Amh > Am + H, evenwichtsconstante K2,

Inh Zﬁ.In + H, evenwichtsconstante K, ,

in
met
een diamine,
een bezoylchloride,
Am een tussenprodukt,
A het nuttig produkt,
In een indikator,

Ph, Amh, Inh, geprotoneerde vormen van respectievelijk,
P, Am en In.

De bovenstaande reakties zijn te beschrijven door een beginwaarde-
probleem van 9 afhankelijke differentiaalvergelijkingen. Het stelsel is dan
ook te herleiden tot het kleinere stelsel (met een bepaalde stof wordt nu

de concentratie van die stof bedoeld)

ap
dat 1 37

s
dt 1 2

dAm

2.1.4. _— =
( 4-2) dt 1 2

an
dt

daa
at 2!

met
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r1 = klPB,

r, = szmB,

ry = ky(Ph - PH/Kl),

r, = k4(Amh - AmH/KZ),

rg = kS(Inh - InH/Kin), k3,k4,k5 >> k1’k2’
In + Inh = Ino,

P+ Am+ A+ Ph+ Amh = P,

B + Am + 2A + Amh = By,

Ph + H + Inh = Am + 2A,

n t =
en, op 0, PO’ BO en Ino gegeven.

Het vrijwel direkt op evenwicht liggen van de laatste 3 reakties van
(2.1.4.2) is kenmerkend voor de stijfheid van dit probleem.

De probleemstellers zijn geinteresseerd in de concentraties van de
verschillende stoffen op t = i/20, i = 1(1)20. In de bijlage geven we een

programma wat de concentraties aan protonen op deze tijdstippen berekent.

Literatuur

HULL, T.E. et al. [1972], Comparing mumerical methods for ordinary differen—
tial equations, SIAM J. Numer. Anal. 9, 603-637.

CRANE, P.C. & P.A. FOX [1969], A comparative study of computer programs
for integrating differential equations, Numerical Mathematics

Program Library Project, Bell Telephone Lab..

KROGH, F.T. [19731, On testing a subroutine for the numerical integration
of ordinary differential equations, JACM 20, 545-562.

FRAZHO, D.B. et al. [1974], Numerical integration aspects of a nutrient
utilization ecological problem, Lecture notes in mathematics
362, 167-182.

BORKENT, G. et al. [1976], Kinetics of reactions of aromatic amines and
acid chlorides in hexamethylphosphoric acid triamide, to be

published in Rec. Trav. Chim..



74

Bijlagen
PROGRAM ALG(OUTPUT, INALG, TAPE4=INALG)
c OPLOSSING MILIEUPROBLEEM M,B,V, DASCRU(IMSL)

INTEGER ISYM(100)
REAL X(4),WK(16)
COMMON /DATA/ RBG, RKN, SHALLN, TAU, W, RG, RKP, BIGY

+ /MUBG/ XHMUBG(18), FMUBG(8) /MUG/ XMUG(23), FMUG(23)
+ /TEMP/ XTEMP(15), FTEMP(1S) /NI/  XNI(18), FNI(}18)
+ /P17 XPI(15), FPI(}5)

EXTERNAL F

DATA ISYM, RBG, RKN, SMALLN, TAU, W , RG, RKP, BIGY
f/ 100*1H‘l IS ’ -250 .25 ’ .5 ’ ‘2.' 2.' .035 .01/
READ(4, ) (XMUBG(I), I= i, 18), (FHUBG(I), I= {, 18),
(XMUG(I), Iz §, 23), (FMUG(I), 1= 1, 23),
(XTEMP(I), I= §, 1%5), (FTEMP(I), 1=, 15),
(XNI(I), I= §, 18), (FNI(1), I= §, 18),
(XPI(1), I= {1, 15), (FPI(I), I= §, 15)
Az ,0 § B= ,125 § Ha |EeS § N5 ¢
X(1)= X(2)= ,5 8§ X(3)= ,05 § X(4)a {,
D0 2 J= 1, 64
CALL DASCRU(F, A, B, H, N, X, WK, IER)
IPOS= IFIX(X(1) w S ¢ ,S)
PRINT 1, (ISYM(I1), I= 1, [POS)
b FORMAT({X, 100Al)
Az B
2 Bz B ¢+ ,12S
END

+ * <+ 4

SUBROUTINE F(X, T, N, XP)

REAL XP(4), X(4)

COMMON /DATA/ RBG, RKN, SHMALLN, TAU, W, RG, RKP, BIGY

Viz X(3) / (RKP + X(3)) $ V2z X(4) ¢ (RKN + X(4)) $ Viz FXMUG(T)
VSa FXMUBG(T) $ Vo3 V4 & X(1) * V2 $ V7a VS x X(2)
V3= (X(4) + SMALLN) 7 (RKN ¢ X(4) + SMALLN)

XP(1)= (V4 ® V| & V2 e TAU = RG) « X(})

XP(2)= (V5 %« V1 & V3 e TAU e RBG) #* X(2)

XP(3)2 PI(T) w X(3) % TAU o BIGY » Vi & (V6 ¢ VT = V3)

XP(4)= FXNI(T) @ XC4) » TAU » Vi % (V6 ¢ VT % V2) /7 W

RETURN

END

REAL FUNCTION FXMUBG(X)
COMMON /MUBG/ XMUBG(18), FMUBG({8)
X1z TEMP(X) )
IF (X1 LLT. 5,) Xia S,
IF (X1 .GT, 25,) Xis 25,
DO § I= 2, 18
IF (X1 .LE. XMUBG(I)) GO TO 2
1 CONTINUE
2 FXMUBGs ((Xi = XMUBG(Iw=})) =% FMUBG(I) = (X1 e XMUBG(I))
+ * FMUBG(Iw1)) / (XMUBG(I) = XMUBG(Iw1))
RETURN
END



REAL FUNCTION FXMUG(X)

COMMON /MUG/ XMUG(23), FMUG(23)

Xi= TEMP(X)

IF (X} LLT, 5.,) Xi= S,

IF (X1 6T, 25,) Xi= 25,

DO § I= 2, 23

1F (X} .LE., XMUG(I)) GO Tg 2

CONTINUE

FXMUG= ((X1  XMUG(Ie1)) % FMUG(I) e (X} = XMUG(I))
& FMUG(Iel)) 7/ (XMUG(I) = XMUG(I=1))

RETURN

END

<+

REAL FUNCTION TEMP(X)

COMMON /TEMP/ XTEMP(15), FTEMP(1S)

DO 1§ 1= 2, 15

IF (X JLE, XTEMP(I)) GO TO 2

CONTINUE

TEMP= ((X = XTEMP(Ie1)) # FTEMP(I) = (X » XTEMP(I))
x FTEMP(Iw»1)) / (XTEMP(1) e XTEMP([=1))

RETURN

END

*

REAL FUNCTION FXNI(X)
COMMON /N1/ XNI(18), FNI(18)
00 | I= 2, I®
IF (X ,LE, XNI(I)) GO 7O 2
CONTINUE
FXNIZ ((X » XNI(Iw1)) ® FHNICI) @ (X o XNI(I)) * FNI(Ie1)) /
+ (XNI(I) « XNI(Ie}))
RETURN
END

REAL FUNCTION PI(X)

COMMON /PL/ XPI(15), FPI(15)

Do 1 I= 2, IS

1F (X ,LE, XPI(1)) GO TO 2

CONTINUE

PIz ((X » XPI(lei)) * FPI(I) = (X « XPI(I)) * FPI(Iel)) /
\ (XPI(I) = XPI(lel))
RETURN
END
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"BEGI

ESC
"END®

N® WCOMMENT® OPLOSSING CHEMISCHE REACTIES M,B,V, MULTISTEP(NUMAL)};
"INTEGER" I, NFEj
"REAL" K1, K2, K3, K4, K5, KK1, KK2, KKIN, X, XE,

Ri, R2, R3, R4, RS, P, B, AM, H, A, PH, AMH, INH, IN,

PO, BO, INO? )
"ARRAY" Y([1 1 301, SAVE([«38 ¢ 301, JACI} ¢ 5, 1 1 S}, YMAXI[]1 3 513
"BOOLEAN® F1l3

"PROCEDURE" DER(DY)3 "ARRAY" DY; A »

"BEGIN™ P3= Y([1)s Bs= Y[2)3 AMi= YI[3); Hi= Y(4); At= Y(S)g
AHH!='2tAfBOOAH-BI‘_’H!:PO'P-lHnA-AHH,
INHI= 2 = A ¢+ AM » PH = Hy INt=s INQ = JRHp
R13=K1 * P & B; R23= K2 » AM # B; R3;= (=P & H /KK{ & PH) & K33
RUj=(eAM & H / KK2 & AMH) & K4; RSgz(eIN # H /7 KKIN ¢ INH)® K5}
DY{113= R3 = Ryp DY(2133 » Ry = R2; DY(3)1= Rl « R2 + R4y
DY[4)3= R1 ¢ R2 4 R3 + R4 + RSy DY[S)ts R2jy NFEI= NFE ¢ }

"END" DER;

"PROCEDURE"™ OUT(H, K)j "VALUE™ H, K; "REAL" Hjy "INTEGER" Kj

"IF® SAVE(= 1) ®=2 0 "THEN"

"BEGIN" OUTPUT(6t, "(""("SERIOUS TROUBLES ENCOUNTERED AT X =s™)",
Z0,3D, /")%, X)3 "GOTO" ESC

NENDU’

"PROCEDURE"™ MULTISTEP(PARS)"CODE" 330801

POts 01755 Bot= ,0152y IHO3=z "=S;
Is1= 1; "FOR" H3= PO, BO, 0, 0, O "DO"
"BEGIN™ Y([I)s= Hy YMAXI[I)i=2 1; Itz [ + | "END"g
K13s 50003 K23= 20603 KK1§= ,244Mel; KK21z ,358"«43KKINI= 3437 3,
K33s Kdi= KSis "6;
X3z 0; NFE1= 03
OUTPUT (61, "(""(" TIME CONCENTR, H+™)", //")")y
"FOR" XE3= ,05, XE ¢ ,05 "WHILE" XE <z 1,01 "DO"
"BEGIN" Flt= XE = ,059
MULTISTEP(X, XE, Y, "«B8, ,05, YMAX, "e6, FI, SAVE,
DER, "FALSE", JAC, "TRUE", S, OUT)s
OUTPUT(6Y, "(" 2ZD,3D, 4B, «D,3D"+¢D, /")", X, Y[4])

WENDH,
QUTPUT(6L, "("//, "(" NUMBER OF FUNCTION EVALUATIONS 3")", 32D, /,
(" LOCAL ERROR BOUND EXCEEDED $")", 320, "(™ TIMES™)®, /7 MY,

NFE, SAVE(=21)j
1
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TINE CONCEMTR, He

0,050 8,653"eS
0,100 1.,749"ey
0,150 2,642 el
0,200 3,504 el
0,250 4,309%=y
0,300 S.044"=y
0,350 S.7T10"=y
0,400 6,310"=4
0,450 6,852"e4
0,500 T,342"4
0,550 7.786"e4
0,600 8,191 "ey
0,650 8,560 =4
0,700 8,899"ey
0,750 9.210"ed
0,800 9,496y
0,850 9.761"ed
0,900 1.008"e3
0,950 1,023%3
1,000 1.044"e3

NUMBER OF FUNCTION EVALUATIONS ; 464
LOCAL ERROR BOUND EXCEEDED ] 0 TIMES
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2. BEGINWAARDE- EN BEGIN-RANDWAARDEPROBLEMEN
2.2. Begin-randwaardeproblemen voor partiéle

differentiaalvergelijkingen

door P.J. van der Houwen

(Mathematisch Centrum)

81
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2.2.1 Inleiding

De numerieke oplossing van begin-randwaardeproblemen voor partiéle
differentiaalvergelijkingen is een zeer gevarieerd onderwerp dat nog volop
in ontwikkeling is. Er zijn tientallen oplossingstechnieken ontwikkeld en
dit aanfal groeit nog steeds. Uiteraard is het onmogelijk om hier een over-
zicht van al deze algoritmen te geven, te meer daar deze algoritmen veelal
voor precies &én probleem ontwikkeld zijn. Numerieke programmatuur voor par-
tiéle differentiaalvergelijkingen is dan ook (nog) vrij zeldzaam; het is
weinig zinvol voor één enkel probleem een algoritme in een programmatheek op
te nemen en uitvoerig te documenteren, tenzij het probleem in kwestie van
voldoende importantie is, dat wil zeggen dat anderen dan alleen de auteur
van het algoritme, hetzelfde probleem, met bijvoorbeeld andere begin- en
randvoorwaarden, ook willen oplossen. In het algemeen echter zou men een
algoritme pas dan in een programmatheek willen opnemen wanneer een voldoend
grote klasse van begin-randwaardeproblemen hiermee opgelost kan worden; maar
hoe groter de toepasbaarheid, hoe geringer de efficiéntie en daarmee deste
groter de neiging van de gebruiker om &f het zelf maar te programmeren Of
naar een numericus te stappen om hem de zaak te laten opknappen. Hoe het
ook zij, geen van de vier programmatheken waaraan dit colloguium gewijd is,
hebben programmatuur waarmee rechtstreeks begin-randwaardeproblemen opge-
lost kunnen worden. (Voor de volledigheid willen we hier nog wel wijzen op
enkele programmatuurpakketten die geen deel uitmaken van een grotere pro-
grammatheek en speciaal ontwikkeld zijn voor bepaalde klassen van partiéle
differentiaalvergelijkingen; het betreft de pakketten van MORRIS en
SCHIESSER [1968], CANDENAS en KARPLUS [1970], ZELLNER [1970], SINCOVEC en
MADSEN [1975] en van COHEN en GROSSMAN [1975].) Het ontbreken van partiéle
differentiaalvergelijkingen-programmatuur in een programmatheek wil niet
zeggen dat dit soort problemen dan maar apart geprogrammeerd moet worden. In
deze voordracht zullen we een methode bespreken waarmee een begin-randwaar-
deprobleem tot een beginwaardeprobleem voor gewone differentiaalvergelijkin-
gen gereduceerd kan worden, zodat we dan alleen nog maar een programmatheek

met goede "gewone differentiaalvergelijkingen-integratoren" nodig hebben.

2.2.2 Concrete practijkproblemen

Aan de hand van een drietal practijkproblemen willen we laten zien hoe
men toch met behulp van de programmatheken ACCULIB, IMSL, NAG en NUMAL

niet-triviale problemen kan oplossen wanneer we zelf ook een "klein beetje
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werk willen verzetten". In deze paragraaf wordt een korte bespreking ge-
geven van de gekozen practijkproblemen. Het eerste probleem betreft een niet-
lineaire warmte-diffusie in een staaf waarin aanvankelijk een temperatuur-
sprong voorkomt. Dit probleem is afkomstig van het FOM-laboratorium en is

op het MC uitvoerig bestudeerd. Het tweede probleem is ontleend aan HOUGHTON
en KASAHARA [1968], genoemd in SINCOVEC en MADSEN [1975], en beschrijft de
niet-lineaire stroming over een geisoleerde barriere in een rivierbedding.
Het derde probleem, de voorspelling van de waterstanden op de Noordzee, is

in het kader van de Delta-commissie ingesteld na de stormramp van 1953, diep-
gaand onderzocht op het MC, zowel wat de analytische als de numerieke as-

pecten betreft.

2.2.2.1 Niet-lineaire diffusie met discontinue beginvoorwaarden

Gegeven de ééndimensionale, parabolische differentiaalvergelijking

2 2
9T _ 3 1
(2.2.2.1) 3T (aT+B) [;—;—2‘+;§;} T

voor alle niet-negatieve waarden van de plaatsvariabele x en de tijdsvaria-

bele t, met de randvoorwaarden

T
(2.2.2.2) 3;(t,0) =0
,0 <t <o
T(t,») =0
en de beginvoorwaarde
1 voor 0 £x <1
(2.2.2.3) T(0,x) = .
0 voor X > 1
Gevraagd de oplossing van (2.2.2.1) - (2.2.2.3) met een nauwkeurigheid

van 1% voor een reeks waarden van o < O en B > 0 voor 0 < x £ 2 en tot het

tijdstip waarop T(t,0) = 2 T(t,2).
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2.2.2.2 Niet-lineaire stroming over een parabolische drempel

Gegeven het é&éndimensionale stelsel van hyperbolische differentiaalver-

gelijkingen
du du 3
3t T T Ugx T Tax(BD)
(2.2.2.4) /0 <t <1.83, [x| < 400
d3h _
- T3 (hu)

waarin u de horizontale snelheid, h de diepte, b de bedding, x de coordinaat
langs de rivier, t de tijd en g de versnelling van de zwaartekracht (g =
= 980 cm/sec ) voorstelt (zie SINCOVEC en MADSEN [1975]); de functie b wordt

gegeven door

2
(2.2.2.5) b(x) = max (o,1o-1o<£%) ),

de beginvoorwaarden door

(2.2.2.6) u(0,x) = 40, h(0,x) = 20-b(x)

en de randvoorwaarden door

(2.2.2.7) u(t,-400) = u(t,400) = 40, h(t,-400) = h(t,400) = 20.

Gevraagd de oplossing van (2.2.2.4) - (2.2.2.7) in de rechthoek

|x| <400, 0 < t < 1+83 met een nauwkeurigheid van 1%.

2.2.2.3 Gelineariseerd Noordzeemodel

Gegeven het stelsel 2-dimensionale, hyperbolische vergelijkingen

bu _ | 2

i Au + wv g 3% 2 + fx,
W am v g 2

(2.2.2.8) 5 wa - AV — g 3y z + fy,
LS TN
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waarin z en h respectivelijk de verhoging en de diepte van de zee

in rust, u en v de horizontale snelheidscomponenten, ) de bodemwrijvings-—
coefficient (A = 25 10‘6/sec), w de Coriolisparameter (w = 125 10—6/sec),

g de versnelling van de zwaartekracht (g = 9.8 m/sec2), fx en £ de horizon-
tale componenten van de door de wind uitgeoefende schuifkracht, x en y de

plaatscodérdinaten en t de tijdsvariabele voorstellen; de randvoorwaarden zijn

]
o

z(t,x,8 105) -
v(t,x,0) -0 voor 0 < x £ 4 10
(2.2.2.9)

u(t,0,y) = u(t,4 105,y)

0 voor 0 <y <810

en de beginsvoorwaarden
(2.2.2.10) u(0,x,y) = v(0,x,y) = z(0,x,y) = O.

Gevraagd de oplossing van (2.2.2.8) - (2.2.2.10) in het gebied
5
0<x<410°, 0<y<810°, 0 <t <3610 voor het windveld

-4
_ 10
(2.2.2.11) £, =0, £ = —¢

en de dieptefunctie

2
(2.2.2.12) b = [40 - 5% 3[4 (¥ > 1
2 10° L \g 10

Gevraagde nauwkeurigheid 10%.

2.2.3. Semi-discretisatie

onder semi-discretisatie (ook wel partiéle discretisatie of de methode
der lijnen genoemd) verstaat men de vervanging van het door de plaatsvaria-
belen doorlopen gebied door een rooster met roosterpunten‘;_, de vervanging
van de afhankelijke variabelen door op de roosterpunten §j gedefinieerde
roosterfuncties, en tenslotte de vervanging van alle differentiaties naar
plaatsvariabelen door op het rooster gedefinieerde differentiaalquotienten.

Bijvoorbeeld wanneer men in het (x,y)-vlak de roosterpunten
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(2.2.3.1) ; = (x.vp) = (ebx,8y), § = (k,0),

waarin k en £ gehele getallen, Ax en Ay gegeven roosterpunt-afstanden zijn,
definieert dan zou men 3/3x en 3/9y kunnen vervangen door differentie-

operatoren [3/3x] en [3/3y] gedefinieerd door

f(xk+Ax,y£)—f(xk~Ax,y£)
2Ax !

[ -
(2.2.3.2) [ax f(xk,yz) =

en iets analoogs voor [a/3y].

Op deze wijze kan een begin-randwaardeprobleem voor een partiéle dif-
ferentiaalvergelijking in een beginwaardeprobleem voor een stelsel gewone
differentiaalvergelijkingen omgezet worden. We zullen dit uitvoeren voor de

drie in de vorige paragraaf genoemde problemen.

2.2.3.1 Het diffusie-probleem

In de oorspronkelijke behandeling van dit probleem werd de partiéle
differentiaalvergelijking eerst getransformeerd met behulp van de transfor-

matiefunctie

_ 2 . 4 8 1
z = 3x T, Sin (51T(x-5 )) - g voor Ix—ll < =
(2.2.3.3) z =x voor x < %,

z =Xx + é- voor x 2 é
5 VO =5

tot de vergelijking

x|~
Q

2 2
3T dz 3 dz Ji
(2.2.3.4) 5= = (aT+p) K_dx} 2 ¢ ( 2t ) EP

9z dx

Hiermee wordt bereikt dat een equidistant rooster op de z-as correspondeert
met een zeer fijn rooster in de buurt het kritische punt x = 1 op de x-as.
Verder zullen we in de buurt van het kritische punt z = 7/5 (i.e. x = 1) de

beginvoorwaarde vervangen door

(2.2.3.5) T(0,x(z)) = } [1+cos<522_67r)], %s z < %.
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We zijn nu zover om de semi-discretisatie uit te voeren: we vervangen
de continue variabele z door de discrete variabele j A z, waarin A z de

roosterpunt-afstand is. Verder schrijven we kortheidshalve

2
(d_z\ = a(z), a(jdz) = aj'

\ax/
d2z 1 dz

(2.2.3.6) —= + — — = b(z), b(jhz) = b,,
dx2 x dx Jj
T(t,x(jaz)) = Tj(t)

en benaderen we in j A z, 3T/9Z en 82T/E)Z2 door respectievelijk

T, ,-T. T, ,-2T +T.
j+1 -1 en j+1 3 3=
2Az

1

(2.2.3.7) 5
(Az)

We vinden dan het volgende stelsel gewone differentiaalvergelijkingen:

dTO 4

I (oTg*B) ag (Ty=Tp),

L .

Tl (Az)2 (aTj+8)[aj-iAbj)Tj_l—ZajTj+(aj+£Azbj)Tj+1],3 =1,2,... .

Dit is een oneindig groot stelsel; in de practijk integreert men uiteraard
alleen de relevante vergelijkingen, dat wil zeggen wanneer j zo groot is
(jAz zo groot) dat Tj beneden een bepaalde drempel gezakt, worden geen
verdere differentiaalvergelijkingen meer beschouwd. In het begin van het
integratieproces is het aantal vergelijkingen nog gering (nl. 8/5Az) maar

wordt groter naarmate de warmte zich naar rechts uitbreidt.

2.2.3.2 Het drempel-probleem

Kiezen we een uniform rooster met roosterpunten j A x langs de rivier,

dan kan (2.2.2.4) gediscretiseerd worden tot het stelsel
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du |,
o o ( J 20 )
S0 = T FEx (Ui 41740) - - (. 4b . -20-b . ),
dt 2Ax 30+1 2Ax g 1 ]O+1 3o 1
ah__
o___1

at - " 2ax ¢ —j0+1u-—j +17800),
du El g

at = " 2ax P3e17%o1) T Zax By 3417 "5-1P5-10

(2.2.3.9)

dh,

£ T 7 3mx Py Pyo Yoy
du, u

Jo Jo g

rraiaia T (4o_uj0_1) - Shx (20+bjb+1—hjo_l—bjo_1),
dh,
LR U )

at T~ 2ax jo—lujo-l :

Hierin is jO = ég%iéi en loopt j van —jo + 1 tot en met jO - 1.

2.2.3.3 Het Noordzee-probleem

Kies in het (x,y)-vlak een rooster met vierkante maten van A x by A x

meter; om de notatie wat compacter te maken definieren we de getallen

4 105 8 105

ax ' L Ax

en de schuif-operatoren Xt en Yi gedefinieerd door
X U, p = Y
+ k2 +1,2

Yi U0 T U, pa1

waarin u de numerieke benadering voor u(kdx,£Ax) voorstelt.
Het begin-randwaardeprobleem (2.2.2.8) - (2.2.2.10) kan nu benaderd

worden door het stelsel differentiaalvergelijkingen:

du _ _ - (x -
(2.2.3.10a) Interne punten GE - " rutoev A% (x+ X )z + £or



dv

k=1,2,...,K-1 — = - - -2 -
( 14y r ' at w u AV A% (Y+ Y_)Z + fy,
£=1,2,...,L- dz _ _ _h_ - _
1) ac " ((X X ) u+ (Y Y )v);
dv, dv dv dv
du _ 0,0 _ K,0 _ 0,L K,L
(2.2.3.10b) Hoekpunten 3T 3t T 0, —3¢— °" ~&¢ analoog

aan de West- en Oostkust formules,

dz h
B 0,0 _ 0,0
k=0, K, at - " T 9q,0%,10¢
dz h
3 K,0 _ _ _XK,0
£=0,1) G T 7 Thx 91,07k, 100
dzO,L ) dZK,L o,
dt dt !
(2.2.3.10c) Zuidkust u_ - (XX )z + £_
i dt 2A ’
d
(k=1,...,K-1, E%: 0,
dz h
= T = - gae (XX
£=0) ac " (( ) ou+ 2y v).
du
(2.2.3.10d4) Westkust EE-= o,
_ dv - _ __9 _
(k=0, 3T A v 2Ax(Y+ Y ) z + f ’
2=1,...,1-1) & - __B (2X, u+ (Y=Y ) )
! ! dat 2A '
du
(2.2.3.10e) Oostkust -— =0,
dt
(k = K, Fr AV 5%; (Y+ Y ) z + fy'
_ dz _ _ h _ _ A
L=1,...,L-1) &= - gpp (2K wr (¥ =Y V)5
du N
(2.2.3.10f Oceaan—-punten — = - -2 -
) punten o= Au+wv " (X+ X) z+ fx'
k=l, oo k1, Do mpu-dvtv z+£
' at 20% v’
£=L) dz _ 0.

dt
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2.2.4. Kenmerken van door semi-discretisatie verkregen stelsels

Een gemeenschappelijk kenmerk van de stelsels (2.2.3.8), (2.2.3.9) en
(2.2.3.10) is het relatief grote aantal vergelijkingen. In het diffusie—
probleem zal bij een maaswijdte van Az = 1/10 (dan wordt de beginvoorwaarde
in het critische interval 6/5 < z < 8/5 door 5 punten gepresenteerd), het
aantal differentiaalvergelijkingen minimaal 16 bedragen en kan oplopen tot
100 vergelijkingen. In het drempel-probleem krijgen we voor Ax = 1 een
stelsel van 797 differentiaalvergelijkingen en het Noordzee-probleem telt
voor mazen van 10 bij 10 km, 3(XK+1) (L+1) = 9963 differentiaalvergelijkingen.
Een tweede kenmerk is dat het spectrum van de Jacobiaan van door partiéle
discretisatie verkregen stelsels meestal &f in een strook langs de negatieve
as (parabolische vergelijkingen) &f in een strook langs de imaginaire as
(hyperbolische vergelijkingen) ligt. We zullen dit nagaan voor de stelsels
(2.2.3.8) en (2.2.3.9); voor het stelsel (2.2.3.10) verwijzen we naar
FISCHER [1959].

2.2.4.1. Het diffusie-probleenm

De matrix van partiéle afgeleiden van het rechterlid van 2.2.3.8 (de

Jacobiaan van het stelsel) is van de vorm:

- 4a0(d0+a(TO-T1)) 4aodO 0 0 0
d,c -2a,d,+e d,c 0 0
(2.2.4.1.) 171 171 71 171
+
0 d2c2 —2a2d2+e2 d202 0
0 0 . . .

waarin

c, =a, % Az b,
3 : i’
d = Qo Tj + BI

+
-2a_ T +c.T,
+

. ).
177373 7373

e. = alc. T,
joi- 1

We hebben te maken met een tridiagonale matrix; hiervan is bekend dat de
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eigenwaarden reeél zijn wanneer de neven-diagonaalelementen allen hetzelfde
teken hebben (zie e.g. Wilkinson [1968, p. 333]). Aangezien de diffusie-—

+
coefficient dj positief verondersteld mag worden gaan we na hoe cj zich ge-

S S ..
draagt; volgens de definitie van cj geldt in elk geval dat alle cj posttief

zijn als A z > 0 (a = (8z/8x)2), zodat het voor de hand ligt om de voor-

waarde
3
(2.2.4.2) bz < 2 , j =0,1,2,...,
[b.
J

te stellen. Het is eenvoudig na te gaan dat in het geval (2.2.3.3) aan
(2.2.4.2) zeker voldaan is als A z < 1/10; zodat conditie (2.2.4.2) slechts
een geringe beperking voor het rooster vormt.

Een verdere analyse van de Jacobiaan (2.2.4.1) leert dat de diagonaal-

elementen als negatieve getallen beschouwd kunnen worden omdat TO-T1 en de

termen ej verwaarloosd kunnen worden ten op zichte van 4 a, dO en 2 a, dj

Toepassing van de stelling van Gerschgorin leert dan dat de eigenwaarden

van (2.2.4.1) ongeveer in het interval

max{2d4 a_,d.a.}
[_4 J 00" 33"

(2.2.4.3) 5
(Az)

’

]
0]

liggen. Substitutie van ay en dj geeft het "veilige" eigenwaarde-interval

168 1

(2.2.4.3") [— , 07 .
(Az)2 J

2.2.4.2. Het drempelprobleem

Uit (2.2.3.9) volgt direct

3., 3
(2.2.4.4) J = - 22x (Jll J12) '
21 Y22

waarin
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u_. 0 ven 0
0
u -u u, . e 0
2-3 " °- 1-
b o o
PP -u u -u u
-1 g - -1
Jo RPN 3o
cee 0 -u, 4O—uj
I )
0 0 ... 0
-g 0 g “ee
J12= ’
0 .o -g 0 g
0 ... 0-g O
h 0 - 0
1os
%
0 h, . ... 0
2—]0
J21_ PO ’
- -h 0 h.
ig-2 Jp~2
een 0 -h, 0
-t

en waarin J22 uit J21 afgeleid kan worden door h door u te vervangen.

Omdat de roosterfuncties uj en hj als langzaam met j varierende func-
ties beschouwd kunnen worden (uiteraard voor een voldoend fijn rooster) zijn
de matrices Jrk "bijna" scheefsymmetrisch. Men kan aantonen dat voor con—
stante roosterfuncties uj en hj de eigenwaarden van dit type matrices zuiver
imaginair zijn {methode van constante coefficienten van VON NEUMANN (zie
RICHTMYER-MORTON [1967])); de eigenwaarden van J blijken namelijk voor uj

en hj constant dezelfde te zijn als die van de matrix

_ i sin(yAx) /u 9
Ax \h u/°’

waarin y de waarden ¢ 1, % 2,... doorloopt. We vinden voor de eigenwaarden
S:

+v
(2.2.4.5) & =- 290 v,



93

waaruit het imaginaire eigenwaarde-interval

_ lul+/GF , lul+/am
r

(2.2.4.6) [ X" %

i]

volgt. Voor niet-constante roosterfuncties neemt men aan dat de eigenwaarden
van J "ongeveer" in het grootste van de door de methode der constante coef-

ficienten verkregen intervallen liggen.

2.2.4.3. Het Noordzee-probleem

Op dezelfde wijze als voor het drempel-probleem kan men afleiden dat
de eigenwaarden bij het Noordzeeprobleem (2.2.3.10) "ongeveer" liggen in het

grootste van de lokale intervallen (vergelijk FISCHER [1959])

/ggh+(w2—{A2)A2x L /£§h+(m2-%A2)A2x ]
- i, 2 A+ i
Ax Ax

(2.2.4.7) [— TN

2.2.5. Numerieke integratie van de stelsels differentiaalvergelijkingen

Bij de keuze van een routine uit de bibliotheken ACCU, IMSL, NAG en
NUMAL voor de integratie van de drie gestelde problemen zijn de voornaam-

ste richtlijnen:

1. het betreft grote tot zeer grote stelsels

2. de gevraagde nauwkeurigheid is niet meer dan 1%.

Hiermee vallen in principe alle impliciete of semi-impliciete en alle
hoge orde methoden af. Uit de documentatie van de genoemde programmatheken

blijkt dan dat overblijven de in onderstaande tabel genoemde routines.
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TABEL 1

Routines beschikbaar voor de integratie van de stelsels

(2.2.3.8), (2.2.3.9) en (2.2.3.10)

Programmatheek Routine Geheugen Geschikte problemen
IMSL DASCRU = 2F 5n Diffusie; Drempel
AA(F) _ . .

NAG DO02A BA(F) ~ 6 AF 8n Diffusie; Drempel
NUMAL EXP.FIT.TAY. = 17A 3n

MOD.TAY. = 22A 2n

EFRK = 23A 2n

ARK(MAT) = 25A 3n Diffusie; Drempel; Zee

Deze routines komen overeen met degenen die in de ochtendbijeenkomst ge-
noemd werden (in de routine-kolom is de codering uit hoofdstuk 2.1 aan de
routinenaam toegevoegd). We zullen deze routines afzonderlijk nader toe-

lichten.

2.2.5.1. De routine DASCRU

DASCRU is gebaseerd op de Merson-algorithme, een 4% orde Runge-—
Kuttamethode met ingebedde foutenformule. Hiervoor zijn 5 rechterlid-
evaluaties per stap nodig; de algorithme is vrij optimaal geimplementeerd
en vraagt slechts ruimte voor 5n plaatsen (n is het aantal differentiaal-
vergelijkihgen) plus nog wat werkruimte. Het diffusie- en het drempel-
probleem met respectievelijk minder dan 100 en ongeveer 800 vergelijkingen
kan zonder moeite geintegreerd worden. Omdat DASCRU niet geschreven is
voor stelsels afkomstig van partiele differentiaalvergelijkingen is de
routine wel een wat dure integratiemethode voor problemen als het diffusie-
en drempelprobleem; zo is de stapkeuze-strategie, gebaseerd op een referen-
tie-oplossing, wat luxe voor ons bijzondere geval en zou een stapkeuze op
grond van het stabiliteitsgebied van de algorithme veel tijd uitsparen.

Ock de orde 4 is rijkelijk hoog voor een gevraagde nauwkeurigheid van 1%.
In tabel 2.2.2 zijn wat numerieke resultaten opgenomen; deze zijn ontleend
aan experimenten uitgevoerd door J. Petiet op de CYBER van SARA. Wat het

Noordzeeprobleem met zijn ongeveer 10.000 vergelijkingen betreft, wij
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hebben de voorkeur gegeven dit probleem met een meer op partié&le differen-

tiaalvergelijkingen gerichte routine te integreren (zie paragraaf 2.2.5.4).

2.2.5.2. De routine DO2AAA(F) /BA(F)

Dit viertal routines (2 in FORTRAN en 2 in ALGOL 60) is ook gebaseerd
op de Merson-algorithme. De FORTRAN-implementaties vragen een geheugen-
ruimte van de orde 8n, de ALGOL 60-versies zouden zelfs 22n plaatsen
vragen, althans volgens de betreffende documentatie. Voor het overige
gelden dezelfde opmerkingen als gemaakt voor DASCRU.

‘Numerieke resultaten weer ontleend aan experimenten gedaan door J. Petiet

vindt men in tabel 2.

2.2.5.3. De routines EXP.FIT.TAY, MOD.TAY en EFRK

Deze routines zijn weliswaar gebaseerd op algorithmen speciaal ont-
worpen voor grote stelsels, maar minder geschikt voor de beschouwde pro-
blemen. EXP.FIT.TAY. en MOD.TAY. omdat ze behalve de rechterlid-functie
ook haar afgeleiden nodig heeft, en EFRK omdat deze procedures pas tot z'n
recht komt bij eigenwaarden-spectra waarin de eigenwaarden in clusters

gegroepeerd zijn.
2.2.5.4. De routine ARK

Deze routine is speciaal ontworpen voor de integratie van niet-—
lineaire partiéle differentiaalvergelijkingen. Het geheugengebruik is ver-
houdingsgewijs gering, de orde van de methode is 1, 2 of 3 en kan door de
gebruiker gekozen worden, en het stabiliteitsgedrag kan afgestemd worden
op de te integreren vergelijking door het kiezen van het zogenaamde
stabiliteitspolynoom en het opgeven van de spectrale radius van de Jaco-
biaan. Dit is dan tevens ook het nadeel van deze Adaptieve-Runge-Kutta-
methode: men moet het spectrum van de Jacobilaan onderzoeken en daarbij
de coefficienten van een geschikt stabiliteitspolynoom (het array data
[1:m]) opgeven. Voor verdere details en literatuur-verwijzingen raadplege
men de NUMAL-manual. Hier volstaan we met een tweetal voorbeelden van
stabiliteitspolynomen:

(2.2.5.1) 1 + 2z + } 2%+ —L-z3 induceert een 2% orde methode,

16 ~ geschikt voor parabolische ver-
gelijkingen (negatieve eigen-
waarden) ,
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(2.2.5.2) 1 + 2z +} 22 + 4 z3 induceert een 2% orde methode,

geschikt voor hyperbolische verge-
lijkingen (Zmaginaire eigenwaarden)

Het eerste polynoom is gebruikt voor de integratie van het diffusiepro-
bleem, het tweede polynoom voor het drempelprobleem; resultaten van J.

Petiet vindt men in tabel 2.

2.2.5.5. De routine ARKMAT

ARKMAT is een 2-dimensionale versie van ARK, dat wil zeggen de

differentiaalvergelijking kan aangeboden worden in de vorm

E - ey,

waarin Y een (rechthoekige) matrix is en F een matrix-functie van t en Y
is. Voor de integratie van stelsels afkomstig van 2-dimensionale partié&le
differentiaalvergelijkingen is zo'n matrix-versie handig, anders zouden
de 2-dimensionale roosterfuncties in een é&én-dimensionaal array opgeslagen
moeten worden, hetgeen een bron van vergissingen kan worden.

Met ARKMAT en het polynoom (2.2.5.2) zijn de Noordzeevergelijkingen
(2.2.3.10) geintegreerd door H.G.J.Rozenhart; de resultaten vindt men in
tabel 3. Hierbij moet wel opgemerkt worden dat de integratie van om-
vangrijke problemen als het Noordzeeprobleem, het verantwoord maken "ad
hoc" methoden te ontwikkelen die dan veel efficienter kunnen zijn dan
ARKMAT. Anderzijds werden onderstaande resultaten binnen 2 weken ver-
kregen, terwijl b.v. een "special purpose" methode zoals die van LEENDERTSE

[1967] vele manmaanden heeft gevergd.
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Numerieke resultaten verkregen voor het diffusie- en het drempel-probleem

TABEL 2

DASCRU tijd Xx=0 x = 0.8 x = 0.959 x = 1,041 x=1.2 x = 2.0 f.ev
diffusie probl. 0.63 1.00 0.84 0.62 0.51 0.32 0.03 1400
AZ = 0.1 4.0 0.69 0.52 0.45 0.41 0.34 0.16 9690
a = -0.263, B = 0.291
DO2A
diffusie probl. 0.63 1.00 0.84 0.62 0.51 0.32 0.03 932
Az = 0.1 4.0 0.69 0.52 0.45 0.41 0.34 0.16 1178
o,B -+ DASCRU
ARK
diffusie probl. 0.63 1.00 0.84 0.62 0.51 0.32 0.03 946
AZ = 0.1 4.0 0.69 0.52 0.45 0.41 0.34 0.16 4371
ao,B - DASCRU
DASCRU tijd x = -40 x = -20 x =0 x = 20 x = 40 x = 60
drempel probl. 0.5 22.1 21.5 19.7 18.2 19.9 18.9 510
Ax =1 1.0 21.7 20.5 17.8 10.3 19.8 19.8 1060
bij t = 1.5 een TIME LIMIT
D023 | tija x=-40 x = - 20 x=0 x = 20 x = 40 X = 60
drempel probl. 0.5 22.09 21.5 19.7 18.2 19.9 18.9 250
Ax =1 1.0 21.7 20.5 17.8 10.3 . 19.8 19.8 525
bij t = 1.5 een foutmelding (DO2AF WITH ERROR 1)
ARK tijd
drempel probl. 0.5 22.1 21.5 19.7 18.2 19.9 18.9 154
Ax =1 1.0 21.7 20.5 17.9 10.4 19.8 19.7 305

bij t = 1.5 arithmetic overflow.
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3. RANDWAARDEPROBLEMEN

3.1. Oplossen van tweepunts randwaardeproblemen

door P.W. Hemker
(Mathematisch Centrum)
en
J.P. Roos

(Corporate Research, Akzo Arnhem)
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3.1.1. Inleiding

Voor tweepunts randwaardeproblemen bestaat weinig programmatuur die
eenvoudig toegankelijk is. In de programmatheken ACCULIB en IMSL vinden
we geen programma's die direkt in staat zijn een tweepunts randwaarde-
probleem op te lossen. In de NAG-programmatheek vinden we 2 routines en
in de NUMAL vinden we 4 routines voor bepaalde klassen van tweepunts rand-
waardeproblemen. Bovendien vinden we in NUMAL een routine voor het schatten
van onbekende parameters, die ook voor tweepunts randwaardeproblemen ge-
bruikt kan worden.

De oorzaak van dit gebrek aan algemene routines voor randwaardepro-
blemen kan wellicht gevonden worden in het feit dat programma's voor deze
problemen praktisch altijd efficiénter worden wanneer ze zich beperken tot
een deelklasse van problemen. Dit houdt in dat men snel geneigd zal zijn
voor ieder probleem afzonderlijk een programma te schrijven dat juist dat
éne probleem efficiént oplost. We vinden dan ook, naast de routines die
speciaal bestemd zijn voor randwaardeproblemen, in de meeste programma-
theken een arsenaal van routines voor het oplossen van ijle lineaire stel-
sels. Deze routines maken het mogelijk om randwaardeproblemen op te lossen
nadat de gebruiker ze zelf heeft gediscretiseerd. Voor de tweepunts rand-
waardeproblemen zijn hier vooral nuttig de routines die lineaire stelsels
oplossen waarvan de matrix een bandstructuur heeft.

Deze noodzaak tot het schrijven van ad hoc programma's zal echter ver-
dwijnen als er toch voldoend efficiénte programma's voor algemene proble-
men gemaakt worden. Naast de programmatuur die in de programmatheken be-
schikbaar is, zijn er op verschillende plaatsen programma's in voorbe-
reiding. We willen hier in het bijzonder vermelden een programma van
Bulirsch en Stoer, gebaseerd op de multiple-shooting techniek (de defini-
tieve publicatie is voralsnog onbekend) en programma's door Keller en

Pereyra die gebaseerd zijn op een discretiserings-methode.

3.1.2. Oplossings methoden

Vele studies zijn verricht op het gebied van het numeriek oplossen
van tweepunts randwaardeproblemen en nog steeds worden nieuwe en betere
algoritmen ontwikkeld. Hoewel het onmmogelijk is hier een overzicht te

geven van de bestaande theorie&n en methoden, is het toch van belang de
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belangrijkste principes kort uiteen te zetten.

Een tweepunts randwaardeprobleem bestaat uit een (stelsel) differen-
tiaalvergelijking(en) die gedefinieérd is (zijn) op een interval [a,bl;
bovendien zijn condities van de functie gegeven in a en b. Voor het
numeriek oplossen van deze problemen onderscheiden we twee klassen van
methoden: de schietmethoden en de discretiseringsmethoden. Voor de beide

basisprincipes zijn veel varianten mogelijk.
Schietmethoden

Schietmethoden reduceren het probleem tot een serie beginwaardepro-
blemen. De differentiaalvergelijking wordt geschreven als een stelsel van
n eerste orde vergelijkingen enaan de rand (zeg x = a) wordt een aantal be-
ginwaarden gekozen die in overeenstemming zijn met de randcondities voor
x = a. De ontbrekende beginvoorwaarden bij x = a worden gelntroduceerd als
onbekende parameters.

Met verschillende waarden voor deze parameters wordt het beginwaarde-
probleem geintegreerd van a naar b. Aan de hand van de verkregen oplossing
in b worden de parameters, in een iteratief proces, zodanig bepaald dat
het beginwaardeprobleem aan de condities van het randwaardeprobleem vol-
doet. Verschillende varianten op deze schietmethode zijn mogelijk:

1. integratie van het beginwaardeprobleem van b naar a i.p.v. van a naar b.
2. integratie van a naar r, a < r < b, en van b naar r. In deze variant
worden aan beide randen onbekende parameters geintroduceerd. Deze para-
meters worden nu z6 bepaald dat de oplossingen op de intervallen (a,r)
en (r,b) op elkaar aansluiten in x = r (continuiteit van de oplossing) .
3. multiple-shooting.

Hierbij wordt het interval [a,b] verdeeld in meer deelintervallen

[xi_l,xi], a=x, <X <...<x =b.
Op ieder deelinterval wordt een beginwaardeprobleem opgelost. De para-
meters voor de onbekende beginvoorwaarden worden nu zodanig bepaald dat
de uiteindelijke oplossing continu is in alle punten X 1<is<N-1,
en zodat aan de randvoorwaarden wordt voldaan.
De belangrijkste moeilijkheid bij het oplossen van tweepunts rand-
waardeproblemen met een schietmethode is de mogelijk grote instabiliteit

van een probleem. We illustreren dit met het volgende, eenvoudige probleem
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y" - (pt@)y' + pqy = s, a
y(a) = a, y(b) = B.

Dit probleem is stabiel wanneer pPq < 0; d.w.z. als pg < O dan veroorzaakt
een kleine verstoring in de gegevens s,a of B ook een kleine storing in de
oplossing y. Het beginwaardeprobleem dat wordt opgelost wanneer een schiet-
methode wordt toegepast heeft een Jacobiaan met eigenwaarden p en g wanneer
het in voorwaartse richting wordt geintegreerd of met eigenwaarden -p en -q
als het in achterwaartse richting wordt geintegreerd. Voor een stabiel twee-
punts randwaardeprobleem verschillen P en q van teken. Het beginwaardepro-
bleem is instabiel. Als voor een eigenwaarde (zeg p) bovendien [p| groot is,
dan is het beginwaardeprobleem stijf (p<0) of sterk instabiel (p>0). In
beide gevallen is het berekenen van de onbekende parameters een slecht ge-

conditioneerd probleem.

Discreteriseringsmethoden

Discretiseringsmethoden gaan uit van een partitie van het interval
[a,b], d.i. een (groot) aantal punten xi zodat a = XO < x1 < ... < xn = b.
De oplossing wordt nu berekend voor deze van te voren gegeven x-waarden.
Hiertoe worden de differentiaaloperator en het rechterlid van de vergelij-
king gediscretiseerd. Voor discretisatie behoeft de vergelijking niet ge-
reduceerd te worden tot een stelsel eerste orde vergelijkingen. De discre-
tisering kan op vele verschillende manieren plaatsvinden. Het uiteindelijke
resultaat is echter dat de differentiaalvergelijking en de randcondities
worden teruggebracht tot een (groot) stelsel algebraische vergelijkingen.
De oplossing van dit stelsel levert de waarden van de gevraagde functie
op de te voren gegeven partitie.

De belangrijkste varianten van de discretiseringsmethoden zijn de
differentiemethoden en de globale methoden.

Differentiemethoden zijn het eenvoudigst. Hierbij worden de differen-
tiaaloperatoren direkt vervangen door differentieoperatoren. De differen-
tiemethoden worden voornamelijk toegepast voor een lage orde van nauwkeu-
righeid en voor uniforme partities.

Globale methoden baseren de discretisering op de keuze van een eindig
aantal basisfuncties {¢i} in de lineaire ruimte van alle mogelijke oplos-

singsfuncties. Een numerieke oplossing
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wordt nu bepaald zodat yh(x), aan de hand van zekere criteria, zo goed mo-
gelijk aan de differentiaalvergelijking en aan de randcondities voldoet.

Tot deze groep van methoden behoren o.a. de collocatiemethoden, de Galerkin-—
methoden en de kleinste-kwadratermethode.

Globale methoden kunnen eenvoudig op een niet-uniforme partitie worden toe-
gepast en de constructie van deze methoden met een hoge orde van nauwkeurig-

heid is eenvoudiger dan voor differentiemethoden.

3.1.3. Overzicht van de beschikbare programmatuur

In de programmatheken NAG en NUMAL zijn de volgende routines beschik-

baar voor het oplossen van tweepunts randwaardeproblemen.
1. DO2ADA/F (NAG)

Deze routine lost een tweepunts randwaardeprobleem op voor een stelsel
gewone differentiaalvergelijkingen over een interval [a,b]

dyi
(3.1.3.1) — = fi(x,yl,...,yN), i=1,2,...,N.

dx

De procedure gebruikt de bovengenoemde variant no. 2 van de schietmethode.
De gebruiker specificeert een getal r, a < r < b, waarna beginwaardeproble-
men worden opgelost van a naar r en van b naar r. Naast de N vergelijkingen
(3.1.3.1) moet de gebruiker N randwaarden opgeven, sommige voor x = a, de
andere voor X = b. Bovendien moet de gebruiker een beginschatting geven
voor de ontbrekende randwaarden van y.

De procedure levert na afloop de berekende waarden van y voor X = a
en X = b en, als daarom gevraagd wordt, de berekende waarden van y oOp een
equidistante partitie van [a,bl. De beginwaardeproblemen worden in
DO2ADA/F opgelost met een Runge-Kutta-Merson methode, de onbekende para-

meters worden bepaald met een vorm van Newton-iteratie.
2. DO2AGA/F (NAG)

Deze routine heeft veel overeenkomst met DO2ADA/F. Het randwaarde-

probleem wordt weer opgelost met een schietmethode, variant 2 (met de
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Runge-Kutta-Merson integratiemethode en Newton-iteratie). De routine is
echter algemener in die zin, dat ook parameters die geen randwaarden zijn
(eigenwaarden, coeffiénten in de vergelijking etc.) bepaald kunnen worden.

Het randwaardeprobleem dat kan worden opgelost luidt

-

dyi
K=fi(x,yl,-.-,yN,pl.---,pM), a<x<b,
(3.1.3.2)¢ a = a(pl,...,pM), b = (pl,...,pM),
Ly(a) = ya(pl,...,pM), y(b) = yb(pl,...,pM), M < N.

De functies fi’ a, b, ya en yb moeten door de gebruiker worden gespecifi-
ceerd. Ock het punt r, a < r < b, waar de oplossingen van de beginwaarde-
problemen aan elkaar gepast moeten worden, kan worden opgegeven afhankelijk
van pl,...,pM. De procedure heeft een beginschatting voor ; nodig en levert

een verbeterde waarde van E af.
3. PEIDE (NUMAL)

Deze procedure berekent parameters ooy zodanig dat
p Py Py g

J

(3.1.3.3)  J Iy, (x,) -s.1%, g=m,

; i3 b]

j=1

J .

geminimaliseerd wordt. Hierin is {(xj,sj)}j=1 een gegeven verzameling pun-
ten ("observaties") en vy is een component van de oplossing van het begin-
waardeprobleem

dyi

ax—_= fi(xyyl;yz;---,YN:plr---:pM); i=1,...,N
(3.1.3.4)

y(a) = ya(pl,...,pM).

Zo bepaalt PEIDE parameters in de vergelijking en in de randvoorwaarden, zo-
danig dat de oplossing van de vergelijking een gegeven verzameling "obser-
vaties" zo dicht mogelijk passeert.

De routine gebruikt de multiple-shooting techniek waarbij punten
xj, a<xj<b, gebruikt kunnen worden als partitie-punten. De beginwaarde-

problemen worden opgelost met Gear's methode (geschikt voor stijve differ-
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entiaalvergelijkingen). De minimalisering van het residu (3.1.3.3) gebeurt
met de methode van Marquardt. Hierbij maakt de procedure gebruik van, door

de gebruiker te specificeren, partiéle afgeleiden:'

3 9f .
Byai £ £

i,k =1,...,N; 3= 1,...,M

De procedure PEIDE kan gebruikt worden voor het oplossen van het tweepunts-

randwaardeprobleem (3.1.3.1) door te nemen

y.(a) = ya(p,/Pyr---1Py)
(3.1.3.5) i 1'%2 M

= b), 5 = 1,2,...,M.

4. FEMLAG, FEMLAGSYM, FEMLAGSKEW (NUMAL)

Deze procedures lossen een probleem op van de vorm

-(p(x)y'(x))"' + r(x) y(x) = £(x), a

IA
kg
IA

b, of
(3.1.3.6)

-y"(x) + g(x)y'(x) + r(x) y(x) = £(x), a

A
x
IA

v

met de randvoorwaarden

cly(a) + czy‘(a) =c

c4y(b) + csy'(b) =c,.

De oplossing wordt verkregen op een, van te voren gegeven, partitie

a = xo < X, < ... < Xy~ b. Er zijn geen beginschattingen voor parameters
nodig. Deze procedures gebruiken een Galerkin-methode en zijn zeer nauw—
keurlg. De orde van nauwkeurigheid kan worden opgegeven en is O(h ), O(h )
of O(h ), waarin h de maaswijdte van de partitie is. De coéfficiént p(x)

moet positief zijn.

5. FEMHERMSYM (NUMAL).

Deze procedure lost een 4-de orde differentiaalvergelijking op van

de vorm
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(3.1.3.7)  (p(x) y"(x))" - (q(x) Y'(x))' + r(x) y(x) = £(x), a

IA
E]
IA
o
~

met de randvoorwaarden

y(a) = Cyr y'(a) = ¢
y (b)

[}
Q

C3I y'(b)

De waarden van y(x) en y'(x) op een van te voren gegeven partitie worden
berekend met een Galerkin-methode. De orde van nauwkeurigheid is 0(h4),
0(n®) of om®).

3.1.4. Het gebruik van de programmatuur

In deze sectie lichten we het gebruik van de programmatuur toe aan de
hand van een drietal problemen. Deze problemen zijn op verschillende ma-
nieren opgelost. De betreffende programmatuur en de bijbehorende numerieke

resultaten kunnen worden gevonden in de bijlagen.

3.1.4.1. Een zuiver tweepunts randwaardeprobleem

We willen de hoek berekenen waaronder een projectiel afgeschoten
moet worden om een bepaalde horizontale afstand af te leggen. De bewegings-

vergelijkingen zijn voor x(t) en y(t)

—av2 sin ¢

X =
(3.1.4.1)
" 2
y" = - g -av_ cos ¢
waarin
VRS "2 . o
v =7(x")" + (y')”° (de snelheid van het projectiel)

¢ = arctan(dy/dx) (de hoek met de horizontale richting)

zodat de baan van het projectiel beschreven wordt door het stelsel

.

= tan ¢

(3.1.4.2)

g tan(¢)/v - av cos(¢)

2
- g/v

Rle gl2 gie
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Met de constanten g = 9.80665, a = 0.0007 en de randvoorwaarden

0,v = 150 voor x 0 ,

y =0 voor x = 1500,

willen we ¢(0) berekenen. We schatten de (overige) randwaarden als

$(0) = 1.15; ¢(1500) = - 1.2; v(1500) = 135.

3.1.4.2. Een parameter-schat probleem

Dit praktijkprobleem is ontleend aan de besliskunde. Om een curve
y(x) te berekenen die een optimale verkoopstrategie bepaalt, moeten we een

parameter p > O bepalen, zodanig dat

y'(x) =1 + p + log(3) exp(-nly)

n-2 1 . 1 n-1 1 .
(3.1.4.3) x [y 7 —nay)? - T ) TT(nly)j]
j=0 * j=0 3
: - I
waarin £ = 2(x) = Ixi00r T > 1 een geheel getal.

Deze vergelijking geldt op het interval [0,1]; de randvoorwaarden zijn
y(0) = 0, y(1) = 2. omdat weliswaar p > 0, maar de orde van grootte p
onbekend is, introduceren we de nieuwe parameter P = log(p). We bepalen de

waarde van p voor n = 10 en n = 20.

3.1.4.3. Een niet-lineaire tweede orde vergelijking

We willen het volgende probleem oplossen met een schietmethode en met

een globale methode

" — y
(3.1.4.4) Y = ¢ op [0,1],
y(0) = y(1) = O.

De analytische oplossing is bekend en luidt
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y(x) = 2In( ) + 1n2,

c
cos(e(x-0.5))
(3.1.4.5)

c &~ 0.6680278475.

Voor de schietmethode schrijven we het probleem als

(3.1.4.6) {Y' = ,

v' = e

y(0) = y(1) = 0.

Om het probleem op te lossen met een globale methode gebruiken we de pro-
cedure FEMLAG. Deze procedure is alleen geschikt voor lineaire problemen en

daarom construeren we het iteratieve Newton-proces

" Y Y
(3.1.4.7) -y ., + [e n]yn+1 = [e “(yn-1>1.

3.1.4.4. Een probleem dat niet opgelost kon worden met de beschikbare

Erogrammatuur

Vele tweepunts randwaardeproblemen leveren toch grote moeilijkheden
Oop wanneer we alleen beschikken over de programmatuur die in sectie 3.1.3
genoemd is. Zo bleek het niet mogelijk om met een van de genoemde routines

het volgende probleem op te lossen

{EPY" = 9ly-2) op [0,1]
pz" = -g(y-z)
(3.1.4.8)
y'(0) =0, z(0) =0,
y(1) =1, z'(0) =0,
waarin

g(x) = exp(%nx) - exp(—énx)
(3.1.4.9) ¢ = 0.143, p = 0.1743, n = 17.19.

Dit probleem heeft zo een duidelijk stijf karakter. Ook echter met de para-

meters (waarmee het probleem minder stijf is)
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e = 0.685, p=4.028, n=17.23
bleken de schietmethoden te falen. We wijten dit aan de sterke niet-linea-
riteit van het probleem die te grote moeilijkheden veroorzaakt voor de ge-

bruikte integratiemethoden.

3.1.5. De algemene routines ontwikkeld door Pereyra en zijn medewerkers

Zoals in de inleiding tot dit hoofdstuk reeds werd aangegeven, bestaan
er nauwelijks algemene routines voor het oplossen van tweepunts rand-
waardeproblemen.

Het is bekend, dat o.a. Keller en Pereyra, elk met hun medewerkers,
aktief zijn op dit gebied. PEREYRA [1974] is echter de enige die een alge-
meen bruikbare routine (SYSSOL) gepubliceerd heeft; bovendien heeft hij
reeds de beschikking over een experimentele, verbeterde versie (PASVAR),
waarmee ook niet-uniforme roosters behandeld kunnen worden.

Bij zijn ontwikkeling van algemeen bruikbare routines voor het oplos-
sen van randwaardeproblemen heeft Pereyra de bedoeling .. to achieve the
quality and high standards of the general purpose software available for
initial value problems. En ons inziens is hij daarin vrijwel geslaagd.

We zullen ons beperken tot tweepunts randwaardeproblemen van het type:

dy _
ax f(X:Y)

(3.1.5.1) a

IA
X

A
o

Aly(a) + Bly(b) = C,

met

y en f: M-dimensionale vektorfunkties,
A en B: konstante (MxM) matrices,

C: konstante M-vektor.

We nemen aan dat de gezochte oplossing y van (3.1.5.1) bestaat en

geisoleerd is. Het gestelde probleem is dan:
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Bereken een oplossing Y die over het gehele interval [a,b]

slechts met een bij voorbaat aangegeven tolerantie van de
exakte oplossing y mag afwijken.

De door Pereyra behandelde voorbeelden en enkele toepassingen van ons lij-
ken de konklusie te wettigen dat de routines SYSSOL en vooral PASVAR het
betrekkelijk automatisch en simpel oplossen van problemen als (3.1.5.1)
mogelijk maken.

De struktuur van SYSSOL en PASVAR is globaal als volgt. De basis is
een discretiseringsmethode (vgl. 3.1.2), waarbij gebruik gemaakt wordt van
eindige differenties.

Dit betekent o.a. dat een bepaald rooster (partitie, mesh of grid)
gegeven moet zijn. Bij een gegeven rooster leidt de discretisering tot een
stelsel van eindig veel niet-lineaire vergelijkingen. De methode van Newton
wordt toegepast om dit stelsel op te lossen, vgl. PEREYRA [1968, 1974,
1975], KELLER [1974]. Op een efficiénte wijze wordt door PEREYRA [1974]
gebruik gemaakt van de bandstruktuur.

Na de oplossing van dit stelsel vergelijkingen is dus een benadering
van de exakte oplossing op het gegeven rooster bekend. Maar hoe goed is
deze benadering?

PEREYRA [1968] past nu de techniek van Iterated Deferred Corrections
(IDC) toe om op het gegeven rooster een schatting van de fout te bepalen

en vervolgens de benaderde oplossing (iteratief) te verbeteren.

N.B. Pereyra claimt dat IDC efficiénter is dan een techniek als Richardson

extrapolatie, die b.v. door KELLER [1974] wordt toegepast.

Wanneer verder verbetering niet mogelijk of zinnig lijkt, wordt het
rooster verfijnd.
In de gepubliceerde routine SYSSOL is het slechts mogelijk met een uniform
rooster te werken; dit rooster wordt door halvering verfijnd.
In de versie PASVAR kan met een niet-uniform rooster worden gestart;
verfijning van het rooster is i.h.a. niet uniform. Er wordt naar een zo-
danig rooster gestreefd, dat de geschatte fout van de oplossing uniform
over het interval verdeeld is (dus b.v. veel roosterpunten bij grotere
gradiénten): het begrip "equidistribution" wordt hier gehanteerd.

De overgangen tussen de verschillende genoemde fasen worden via een
aantal strategieén geregeld. De “tuning" van deze overgangen is deels op

basis van experimenten bepaald.



Afgezien van de gevallen waarin de subroutine op een abnormale wijze
beéindigd wordt (b.v. onjuiste invoergegevens), leveren beide subroutines
op "automatische"” wijze een berekende oplossing, die in het algemeen aan de
door de gebruiker opgegeven nauwkeurigheid voldoet.

De deklaratie van de subroutine SYSSOL is als volgt:

SUBROUTINE SYSSOL (M,N,A,B,C,Al,Bl,TOL,DELEPS,X,Y,ABT,FF,JACOB,JERROR).

De parameters M,A,B,C,Al,Bl,X en Y hebben dezelfde betekenis als in
(3.1.5.1). N is het aantal roosterpunten (inclusief de beide randpunten)
waarmee wordt begonnen. FF en JACOB zijn de door de gebruiker te definiéren
subroutines voor de berekening van de rechterleden f van (3.1.5.1) en van
de jacobiaan (3f/3y) van f£. TOL is de door de gebruiker op te geven abso-
lute nauwkeurigheid.

Voor de betekenis van DELEPS en ABT en voor verdere details wordt verwezen
naar PEREYRA [1974].
De subroutine is eenvoudig te gebruiken en snel uit de literatuur over te

nemen.

Enkele voorbeelden

a. Een randwaardeprobleem uit de elektriciteitsleer.

d2
€p ——32’= gly-z) ,

dt

2

d
p ——%-= -gly-z), 0<t=s1,

dt
t=o:g—§£=o, z =0,

= -1, %2 _
t=1:y=1, at o,

1 2

g(x) = exp(gnx) - exp(——3—nx),
e = 0.143; P = 0.1743; n=17.19.

De met PASVAR c.q. SYSSOL berekende oplossing is in de volgende tabel op

genomen.
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dt dz

0.000 0.033 0.000 0.000 0.899
0.125 0.103 0.102 0.762 0.790
0.250 0.201 0.201 0.786 0.787
0.375 0.299 0.299 0.787 0.787
0.500 0.397 0.397 0.787 0.787
0.625 0.496 0.496 0.787 0.787
0.750 0.594 0.594 0.793 0.786
0.875 0.700 0.691 0.987 0.758
1.000 1.000 0.761 6.287 0.000

De grenslaagstruktuur bij t = 0, en vooral bij t = 1, is duidelijk te zien.
Wanneer e groter wordt gekozen gaan y en z meer uiteen; er ontstaat dan
een minder uitgesproken grenslaagstruktuur.

Dit probleem is met behulp van (elementair) schieten, vgl. (3.1.2)
niet of nauwelijks oplosbaar.

Dit probleem is zowel met SYSSOL als met PASVAR opgelost. Bij SYSSOL
was een uniforme verfijning nodig tot 156 intervallen.
Bij PASVAR met gelijke nauwkeurigheidseis, werd een niet-uniforme ver-
fijning toegepast tot 84 intervallen, waarbij 16 kleine op het deelinter-
val [12

16"’
van de oplossing.

1]; dit geeft aan dat het rooster aangepast werd aan het karakter

Een wat eenvoudiger probleem behoort bij de parameterwaarden

€ = 0.685; p = 4.028; n = 17.23. De oplossing is dan:

dt dt
0.000 0.348 0.000 0.000 1.001

0.125 0.365 0.114 0.247 0.832
0.250 0.406 0.211 0.401 0.726
0.375 0.464 0.296 0.518 0.646
0.500 0.536 0.373 0.629 0.570
0.625 0.621 0.439 0.740 0.494
0.750 0.722 0.495 0.882 0.397
0.875 0.844 0.537 1.085 0.258
1.000 1.000 0.555 1.461 0.000




Reeds bij 29 intervallen werd hier de gewenste nauwkeurigheid (meer dan
de gegeven cijfers) bereikt.
b. Een probleem dat voortkomt uit de berekening van de warmte- en impuls-

overdracht tussen een bewegende cylinder en een stilstaande omgeving

at at, \dtz at,

dzz dz

t—= + (py+l)=— =0, t <t <¢t,,

dtz dt 0 1
- -0, ¥ _ =

t—to.y-o,dt t; z =1,
- .Sy =

t = t1 * 3 0, z 0,

t0 = 0.005; t1 = 20; p = 0.72.

De met PASVAR berekende oplossing is:
‘ T d
y dy dtz dt

0.005 0.000 0.005 0.835 1.000 -28.056
0.010 0.000 0.009 0.716 0.898 -13.600
0.020 0.000 0.015 0.607 0.805 - 7.002
0.102 0.003 0.052 0.342 0.576 - 1.368
0.210 0.010 0.082 0.230 0.476 - 0.666
0.06 0.124 0.163 0.032 0.254 - 0.125
2.11 0.303 0.171 -0.007 0.167 - 0.057
3.16 0.477 0.158 | -0.015 0.121 - 0.034
4,21 0.635 0.141 -0.016 0.092 - 0.023
5.27 0.775 0.125 | -0.015 0.072 - 0.016
20.0 1.536 0.000 | -0.006 0.000 - 0.001

Dit probleem kon ook met schieten opgelost worden.



Het is interessant te zien dat PASVAR een duidelijk niet-uniform
rooster genereert. In het uiteindelijke rooster: hmin = 0.0002125 en
h = 1.05237, dus een verhouding h /h_. = 4950.

max max’ min

Diskussie

Wanneer we eenvoud van gebruik als een der belangrijke criteria zien,
dan blijken deze routines van Pereyra zeer duidelijk gunstig uit te steken
boven alternatieve aanpakken als schieten. De routines lossen "automatisch"

het gestelde probleem op en bovendien doen ze dat efficiént.
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Bijlagen

PROBLEEM 3,1.4.1
M.B,V, PEIDE (NUMAL)

"BEGIN® ®"INTEGER™ M, HN, NOBS, NBPj
"ARRAY" PAR f{ ¢ 11, RES (1 ¢ 1}, JYJINV (1 3 1, 1 3 83, IN [0 3 6),
OUT (1 3 8); "INTEGER™ "ARRAY" BP [0 ;3 11
"REAL"™ TIME, FA, G, Dy

"PROCEDURE™ PEIDE (N, M, NO, NB, P, R, 8P, J, I, O, D, JOY, JOP, CY,
DA, MO0)j3 "CODE" 34444
#*PROCEDURE® COMHMUNICATION (P, F, M, N, N3, NP, PA, R, BP, J, 1, O, Wi
NI)s "CODE" 34445

"BCOLEAN"™ "PROCEDURE" JAC DFDP (PAR, Y, X, FP))

"REAL" X3 M"ARRAY" PAR, Y, FPj

"BEGIN® FP (1, 11313 FP [2, 1)3= FP [3, 112 0y
JAC DFDPi= "TRUE®

"END® JAC DFDP)

*PROCEDURE™ DATA (NOBS, TOBS, 0BS, C0B3):

"VALUE" NOBS; "INTEGER™ NOBSs "ARRAY™ T03s, 0BS, COBS;

"BEGIN® ) ) _
TOBS [0jt= Q2 TOBS (1li= 1500; COBS (1135 13 O0BS ([1}1s 0

"END" DATA}

"PROCECURE" CALL YSTART (PAR., Y, YMAX)}

"ARRAY" PAR, Y, YMAX)

"EEGINT Y [3l3= 03 Y (2)1= 1503 Y [31;= PAR (i)
YHAX [13t= 10003 YMAX [213= 1503 YMAX (3115 1)
Y (21125 §

"END" CALL YSTARTy

"BOOLEAN" "PROCEDURE" DERIV (PAR, Y, X, OF);
"REAL™ X§ "ARRAY" PAR, Y, DFy
"BEGIN® "REAL" C, S, V13
C:z COS (Y (3))3
S3= SIN (Y (3]1);
viz Y (213
DF (s13= S 7/ C1
DF {2135 »G * S /7 (C * V) = D =« V /7 C;
OF (3)1= =G / (V x V)3
DERIVi= C > 0
"END® DERIV)

"300LEAN" PPROCEDURE™ JAC DFDY (PAR, Y, X, FY)s
"REAL"™ X3 T"ARRAY" PAR, Y, FY3
"BEGIN® "INTEGER™ I, J» "REAL" C, 8, Vi
Ci= COS (Y (31)y
S3= SIN (Y (3});
viz Y (213
"FOR" Ig= 1 "STEP" | "UNTIL" 3 "DO"
_ "FOR" Jg= 1 "STEP™ } ®“UNTIL®™ 3 "DO"™ FY (I, J1g= 03
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"E

CFY [1, 3132 1 /7 (C % C)y
FY [2, 2)3= (G & S/ (V 2« V) = D) 7/ Cs
FY (2, 3142 (6 / V e« D &V & 8§) 7/ (C »C)y
FY {3, 2132 2 * G / (V * V & V)3
JAC DFDY:=s C > 0
"END" JAC DFDY3

"PROCEDURE" MONITOR (POST, NCOL, MROW, PAR, RES, WEIGHT, NIS)Ys
"VALUE" POST, NCOL, NROW, WEIGHT, N]S;

"INTEGER" POST, NCOL, NROW, WEIGHT, NIS; ®ARRAY" PAR, RES;
OUTPUT (61, "("/5ZD, 5B, N/")", POST, PAR [11)}

Gi= 9,80665; D= 0,00007;

PAR [11:= 1,155 NBPyz 0y ,

IN (3135 "ebp IN (4132 "e6s IN (5185 S0; IN [6)i= "e10p

IN (1]15 "eds IN [2)1= "wby FAt1= 03 IN (0)13 Pejdy

NN1= 3y M3z NOBSi= {) BP [0)is BP (})3= 0;

TIMEs= CLOCKy

COMMUNICATION (}, FA, NN, M, NOBS, NBP, PAR, RES, BP, JTJINY, 1IN,
ouT, 0, 0)y

PEIDE(NN, 1, 1, NBP, PAR, RES, BP, JTJINV, IN, OUT, DERIV, JAC DFDY,
JAC DFDP, CALL YSTART, DATA, MONITOR);

TIME:= CLOCK o TIME;
COMMUNICATION (2, FA, NN, M, NOBS, NBP, PAR, RES, BP, JTJINY, IN,
ouT, 0, 0)9
OUTPUT (61, "("3/5B "("THE CALCULATION IN PEIDE CONSUMED") ",
8zzp,0088, "("SECONDS")",a")", TIME)
ND* .



STARTING VALUES OF THE PARAMETERS
+.1150000" +t

NUMBER OF EQUATIONS t 3

NUMBER OF OBSERVATIQMS:

MACHINE PRECISION

RELATIVE LOCAL ERROR BOUND FOR INTEGRATION
RELATIVE TOLERANCE FOR RESIDUE

ABSOLUTE TOLERANCE FOR RESIDUE

MAXIMUM NUMBER OF INTEGRATIONS TO PERFORM
RELATIVE STARTING VALUE OF LAMBDA

RELATIVE MINIMAL STEPLEHNGTH

THERE ARE NO BREAKePOINTS

THE ALPHA«POINT OF THE FeDISTIBUTION 0400

+1,1500000000000"+000
+1,1500000000000"+000
#1,1500000000000"+000
+1,1548127086472"4+000
+1,1549991219896"4+000
+1,1550107739228"+000
+1,1550115120783"+000
+1,1550115588797"4000
+1,1550115618472"7+000
+1,1550115620353"+000

. o G en Se e e e N -

j4el¥et3
$4,1" o5

§¥.10"
e, 10"
$.50

gtot0"
14,10"

.5
.5

=9
.3

119
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NORMAL TERMINATION OF THE PROCESS
LAST INTEGRATION WAS PERFORMED WITHOUT BREAK®POINTS

EUCL. NORM OF THE LAST RESIDUAL VECTOR $.8609400" w7
EUCL, NORM OF THE FIRST RESIDUAL VECTOR;,3300338" 42
NUMBER OF INTEGRATIONS PERFORMED s} 8
LAST IMPROVEMENT OF THE EUCLIDEAN NORM $41275210" S
CONDITON NUMBER OF, Jtay $.1000000" ¢}
LOCAL ERROR BOUND WAS EXCEEDED (MAXIM,): 0

THE LAST RESIDUAL VECTOR

1 RES (1)
I 4,8609" w7

THE CALCULATION IN PEIDE CONSUMED 43,77 SECONDS
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PROBLEEM 3.1.4.1
MeBoVe DO2ADF (NAG)

(s XoKa

PROGRAM MASTER (OUTPUT, TAPE & = QUTPUT)

EXTERNAL DERIV, OUT

DIMENSION U (3, 2)s V (3, 2)» E (3), Y (6, 3), G (3, 3), INT (3),
LWSP (3, 5)s WS (3)s YO (3), EE (3), AA (3D, BB (3), CC (3), DD (3)

U (i, 1) 8 0,0
V (1, 1) 5 0,0
U (1, 2) 8 0,0
V (1, 2) 3 0,0
U t2, 1) = 150,0
vV (2, 1) 3 0.0,
U (2, 2) 3 135,0
V (2, 2) 5 1.0
U (3, 1) = 1418
V (3, 1) 7 1.0
U (3, 2) = =1,2
V (3, 2) 8 1,0
R = 750

X = 0,0

Xy z 1500,0

E (1) = {E=2

E (2) = 1Ee2

E (3) = SEeS

H = 0,01

N=3

M{ = 6

WRITE (6, 98)
98 FORMAT (28HY CURRENT PARAMETER VALUES,
{ 4%, 23HERRORS IN YI[IJ AT X = R, {8X, {7HSUM (ERRORS &3 2))
CALL DO2ADF (U, V, Es» Y, Hs X, X1, R, N, M1, DERIV, ouT, G,
1 INT' NSP; Nsc YO, EE' AA[ BBI Cc' DD[ ”)
IF (M ,6T, 0) GOTO 3
WRITE (6, 99)
99 FORMAT (16H0 FINAL SOLUTION)
po21I =1, 6
WRITE (6, 100) I, (Y (I, )y J & Ly 3)
100 FORMAT (1H, 12, 3F10,.4)
2 CONTINUE
3 WRITE (6, 101) M
101 FORMAT (13H ERRQR NUMBER, 13)
10 CONTINUE
sTopP
END
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SUBROUTINE DERIV (G, Z, X)
DIMENSION G (3), Z (3)

66 = 9,80665

D = 0,00007

G (1) = SIN (Z (3)) 7 €COS (Z (3))

G (2) 2 «G6 # G (1) 7/ Z (2) « D * Z (2) /7 €OS (Z (3))
€ (3) = «GC / (2 (2) * 2 (2))

RETURN

END

SUBROUTINE OUT (A, B, F, R, N)

DIMENSION A (N, 2), B (N, 2), F (N), W (3)
J =

D0 3 K=, 2

bo21 =1, N

IF (B (1, K) ,EQ, 0,0) GOTO 2

Wo(J) = A (], K)

J=J o+t
2 CONTINUE
3 CONTINUE

WRITE (6, 100) (W (J), J = 1, 3), (F (1), I = s 3)4 R
100 FORMAT (1HO, 3F9,4, 3E13.4, E15,4)

RETURN

END
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PROBLEEM 3,1.4.2

M,

B,v, PEIDE (NUMAL)

"BEGIN" "INTEGER"™ I, J, M, NN, N, NOBS, N8P,

"ARRAY" PAR (1 3 11, RES (1 ¢ 1], JTJINV [1 8 8, § 3§ 1), IN [0 1 6},
OUT 1 3 8); "INTEGER" “ARRAY®" BP [0 3 11, FAC (0 i 251
"REAL" TIME, FA;

"PROCEDURE"™ PEIDE (N, M, NO, NB, P, R, BP, J, I, O, b, JoY, JOP, CY,
DA, MO)jy "CODE®™ 34444y
"PROCEDURE"™ COMMUNICATION (P, F, M, N, NO, NP, PA, R, BPy, J, 1, O, W,
NI)s "CODE"™ 34445)

"REAL" "PROCEDURE"™ SUM (I, L, U, T); "VALUE® U
"INTEGER" I, L, Uj “REAL" T;
"BEGIN® "REAL"™ S3 S3= 03
"FOR®™ Is= L "STEP®™ { ®UNTIL"™ U "DO"
§3= S ¢ T; SUMi= §
"END" SUM;

"BOOLEAN" "PROCEDURE"™ JAC DFDP (PAR, Y, X, FP)»
"REAL" X3 "ARRAY" PAR, Y, FPj
"BEGIN" FP (1, {)i= EXP (PAR (1]);
JAC DFDPi= "TRUE"
"END" JAC DFODP3

"PROCEDURE"™ DATA (NOBS, TOBS, 0BS, C0B8S):
"VALUE"™ NOBSp "INTEGER"” NOBSs "ARRAY" T08s, 0BS, C0BS;
"Bl IN® ) . .

TOBS [0)s= 0 TOBS ([t)3= {y COBS ([1)ts 43 0BS {4132 2
"END" DATA;

"PROCECURE" CALL YSTART (PAR, Y, YMAX)}
"ARRAY" PAR, Y, YMAX}

"BEGIN™ Y (113= 0; YMAX [1)3= 4

"END* CALL YSTART;

"BOOLEAN" "PROCEDURE" DERIV (PAR, Y, X, DF)j

"REAL"™ X3 "ARRAY" PAR, Y, DFj

"SEGIN" "REAL" Y1, NLY, EMNLY;
Yi3z Y [113 NLYg= N » L (X) » Y§,
EMNLY ;= EXP (eNLY)s
DF {1)3= 1 + EXP (PAR (1))
+ LN (3) % (Y [1] « EMNLY * SUM (J, 0, Ne2, NLY #& J / FAC {J])
= EMNLY « SUM (J, 0, Nel, NLY ax J 7 FAC [J1) 7 L (X))
DERIVs= "TRUE"

"END"™ DERIV;

"BOOLEAN" "PROCEDURE" JAC DFDY (PAR, Y, X, FY)
"REAL" X1 "ARRAY® PAR, Y, FY)
"BEGIN" "REAL" Y1, NLY, EMNLY;
Yi35 Y [1)9 NLY;= N & L (X) ¢ vy
EMNLY:= EXP (eNLY)
FY (1, 1132 LN (3) % EMNLY « SUM (J, 0, Nel, NLY *& J / FAC (J1)
JAC DFDY3= "TRUE"
"END" JAC DFDY)
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"PROCEDURE® MONITOR (POST, NCOL, IROW, PAR, RES, WEIGHT, NIS);
"VALUE" POST, NCOL, MROw, WEIGHT, NIS;

wWINTEGER" POST, MCOL, NROW, WEIGHT, NIS; "ARRAY" PAR, RES;
ODUTPUT (61, "("/5ZD,5B,N/")", POST, PAR [11)1

"REAL" "PROCEDURE"™ L (X)j "VALUE" X; "REAL" X3
Liz 1 /7 (3 ~ X ¢ 0,01}

FAC [0)3= M3z 13
"FOR" I3=1 "STEP"™ | "UNTIL"™ 25 "DO" FAC [J133 Mgz M« 1

Niz 1071

PAR [113= 03 NBPts 0y .

IN (3185 "e7s IN (4135 "e7y IN [51t= 503 IN (6113 "ely

IN [111= "e4y IN [2)3= "e73 FAIS 03 IN [0]15 "=1dy

NNt= M3z NOBS;= {j BP (0)l:= BP {1]lis 01

TIME:= CLOCKy

COMMUNICATION (1, FA, NN, M, NOBS, NBP, PAR, RES, BP, JTJINV, IN,
QuT, 0, 0

PEIDE(1, 1, 1. NBP, PAR, RES, BP, JTJINV, IN, OUT, DERIV, JAC DFDY,
JAC DFDP, CALL YSTART, DATA, MONITOR);

TIME$= CLOCK = TIME;
COMNMUNICATION (2, FA, NN, M, NOBS, NBP, PAR, RES, BP, JTJINV, IN,
ouT, 0, 013
OUTPUT (61, "("3/5B "("THE CALCULATION IN PEIDE CONSUMED™)",
8Z2D,DDBB, "("SECONDS®)",#«")", TIME)
ﬂENDI
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STARTING VALUES OF THE PARAMETERS
+40000000" +0

NUMBER OF EQUATIONS 1
NUMBER OF OBSERVATIONS; 1§

MACHINE PRECISION

RELATIVE LOCAL ERROR BOUND FOR INTEGRAT]ION
RELATIVE TOLERANCE FOR RESIDUE

ABSOLUTE TOLERANCE FOR RESIDUE

MAXIMUM MUMBER OF INTEGRATIONS TO PERFORM
RELATIVE STARTING VALUE OF LAMBDA

RELATIVE MINIMAL STEPLENGTH

THERE ARE NO BREAK«POINTS
THE ALPHAPOINT OF THE FeDISTIBUTION { 0,00

1 +0,0000000000000"+090
2 40,0000000000000"+000
| +0,0000000000000"+000
1 +4,0853574590190"«001
H +4,0522950596640"«001
1 +4,0486250266894"001
1 +4,0482209170912"=001
t +4,0481764823811 001
| +4,0481715984346"«001

1 +4,0481710617162"%=001

jtelfeyl
_"u!' (1)
$#.10" »p
".10' L)
$.50

’.’.‘0' -2
$4,10" 3



NORMAL TERMIMATION OF THE PROCESS

LAST INTEGRATION WAS PERFORMED WITHQUT BREAKePOINTS

EUCL., NORM OF THE LAST RESIDUAL VECTOR 3.1590742"
EUCL, NORM OF THE FIRST RESIDUAL VECTOR;,84906S3"

NUMBER OF INTEGRATIONS PERFORMED s 8
LAST IMPROVEMENT OF THE EUCLIDEAN NORM ;,1288565"
CONDITON NUMBER OF JtaJ §.1000000"

LOCAL ERROR BOUND WAS EXCEEDED (MAXIMga)3 0

THE LAST RESIDUAL VECTOR

i RES(I)
1 #,1591" o7

THE. CALCULATION IN PEIDE CONSUMED 15,31 SECONDS

.7
+0

L)
+1
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[2XeXg]

9002
9003
9004

9005

9000

PROBLEEM 3,1,.,4,2
M,B,V, DO2AGF (NAG)

PROGRAM MASTER2 (OUTPUT, TAPE 6 3 OUTPUT)

REAL MAT

DIMENSION PARAM (1), PARERR (1), ERROR (1), C (2, 1), MAT (1, 1),

1 COPY (1, 1), WSPACE (1, 9), G (1), Gf (1)

EXTERNAL AUX,PRSOL,RNAUX,BCAUX
PARAM(1)=20,0

Ni={

LES]

Hs0,00001%

ERRQR(1)=1,0Ew?
PARERR(1)=1,0Ee7

Mi=2

IFAIL=Y

CALL DORAGF (H,ERROR, PARERR, PARAM,C,N,N{, M1, AUX,BCAUX,

1 RNAUX,PRSOL,MAT,COPY,WSPACE,G,G1,IFAIL)

WRITE(6,9002)IFAIL

FORMAT(1HO, 7HIFAIL= ,I3/17HOF INAL PARAMETERS)

WRITE(6,9003) (PARAM(I),I=1,N1)
FORMAT(IH ,3E16,8)
WRITE(6,9004)

FORMAT(1HO, 14HFINAL SOLUTION/26H XeVALUE AND COMPONENTS OF,

19H SOLUTION)

CALL RNAUX(X,X1,R,PARAM)

H e X « X

bO1 I =1, 2
DUM=X+FLOAT(lel)2H
WRITE(6,9005)DUM, (C(1,J),Ja1,N)
FORMAT(LH ,F10,3,3E15,6)
CONTINUE

STOP

END

SUBROUTINE PRSOL (PARAM,RESID,N1,ERR)
DIMENSION PARAM(N1),ERR(N])
WRITE(6,9000) (PARAM(1),ERR(}))

FORMAT (12H PARAMETER 1,E13,7,/,12H RESIDU

RETURN
END

1:E3143477)
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SUBROUTINE AUX(F,Y.X,PARAH)

REAL Lo NLY

DIMEMSION F (1), Y (1), PARAM (1)

N = 10

Ll /7 (3 & X ¢+ 0,01)

YY = Y (1)

NLY 2 N « || &= YY

JFAC = |

SOM = 0,0

NN s N e 2

DO 1 J = 1, NN

JFAC 3 JFAC » J

SOM = SOM + NLY «&x J /7 JFAC

CONTINUE "

S0M} 5 SOM + 1,0

SOM2 = SOML + NLY %% (N e §) / (JFAC &« (N « 1))
F (1) 5 1,0 ¢ EXP (PARAM (1)) ¢ ALOG (3,0) * EXP (eNLY) #
§ (YY & SOM! = SUM2 7/ L)

RETURN

END

SUBROUTINE RNAUX(X,X1,R,PARAM)
DIMENSION PARAM(1)

X 3 0,40

X{ 3 1.0

R: 1,0

RETURN

END

SUBROUTINE BCAUX(G,G1,PARAM)
DIMENSION G(1),G1(1),PARAM(L)

G (1) 3 0,0
GL (1) = 2,0
RETURN

END
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PARAMETER 10,
RES]IDOU L +8USES00

PARAMETER & ,4779490E+00
RESIDY 1 e 179E+00

PARAMETER & ,3771742E+0Q
RESIOU H +658E=0]

PARAMETER § ,4050347E+00
RESIDU ! «,528E.03

PARAMETER § ,4048113E+00
RESIDU 1 ,B838Ee0S

PARAMETER § ,4048149E+00
RESIDU- &t e,133Ee0b

IFAlLs 0

FINAL PARAMETERS
+80481483E400

FINAL SOLUTJION

XeVALUE AND COUMPONENTS OF SOLUTJON
0,000 0.
1.000 «200000E+01
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PROBLEEM 3,1,4.3
M,B,V, PEIDE (NUMAL)

WBEGIN® ®WINTEGER®™ ™, NN, NOBS, NBPj
"ARRAY" PAR [1 3§ 11, RES (1 8 1}, JTJINV (1 ¢ 1,
OUT 1 3 813 "INTEGER"™ "ARRAY"™ BP (0 3 1)
"REAL™ TIME, FA;

1 8 1), IN [0 1 6),
’

"PROCEDURE" PEIDE (N, M, NO, HB, P, R, B?, J, I, O, O, JOY, JDP, CY,
DA, MO)3p "CODE"™ 34444y
"PROCEDURE™ COMMUNICATION (P, F, M, M, NO, NP, PA, R, BP, J, I, 0, ¥,

NI)s "CODE"™ 344453

"BOOLEAN" "PROCEDURE" JAC DFDP (PAR, Y, X, FP)s
"REAL" X3 "ARRAY" PAR, Y, FPj
"BEGIN" FP [1, 1li= FP (2, 1133 03
JAC DFDPs= "TRUE"
"END" JAC DFOP3

"PROCEDURE™ DATA (NOBS, TOBS, 08BS, COHS)
"YALUE® NOBSjy "INTEGER™ NOBS3 "ARRAY" T0BS, 0BS, CO0BS;
"BEGIN®

TOBS {0jt= 0s TOBS [1)t= 1y COBS [1)s= §y 0BS (3ls= 0
"END" DATA}

"PROCECURE"™ CALL YSTART (PAR, Y, YMAX)y
"ARRAY" PAR, Y, YMAX) )
"BEGIN® Y [113= 03 Y (2112 PAR (11
YMAX [1]t=s YMAX [R2l3= 1y
Y 14113 |
"END" CALL YSTART;

"BOOLEAN™ "PROCEDURE" DERIV (PAR, Y, X, DF)y
"REAL" X3 "ARRAY" PAR, Y, DFs
"BEGIN®
DF (1)s= Y |
DF (2)1= EXP
DERIVi= "TRU
"END" DER]V;

"BOOLEAN" "PROCEDURE" JAC DFDY (PAR, Y, X, FY)3
"REAL"™ X3 MARRAY" PAR, Y, FYy
"BEGIN"
FY {1, 1)l:s FY (2, 21383 O3
FY [1, 2Y3= 13 FY (2, 1113 EXP (Y (1))
JAC DFDYt= "TRUE"
"END" JAC DFOYs

"PROCEDURE™ MOMITOR (POST, NCOL, NROW, PAR, RES, WEIGHT, NIS)j;
"VALUE® POST, NCOL, NROW, WEIGHT, NIS;

®WINTEGER" POST, NCOL, NROW, WEIGHT, NIS; ®"ARRAY" PAR, RES)
DUTPUT (61, "("/5ZD, 5B, N/")*, POST, PAR (1))

PAR [{13= 1; NBP1= )

IN (3131= "eB; IN [4)3= "e83 IN (5183 50; IN leli=s “"ei0y
IN (1185 "=4p IN [2)3= "eBs FAr= 05 IN [0]15 "eidy

NNtz 23 M33 NOBSts {3 BP [0)s= BP [})3= 03

TIME$= CLOCK)
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COMMUNICATION (5§, FA, NN, M, NOBS, NBP, PAR, RES, BP, JTJINV, IN,
out, 0, 0)y )

PEIDE(NN, 1, 1, NBP, PAR, RES, BP, JTJINV, IN, OUT, DERIV, JAC DFDY,
JAC DFDP, CALL YSTART, DATa, MONITOR);

TIME1= CLOCK » TIME;
COMMUNICATION (2, FA, NN, M, NOBS, NBP, PAR, RES, BP, JTJINV, IN,
OUTp 0' 0),
OUTPUT (61, "("3/5B "("THE CALCULATION IN PEIDE CONSUMED") ",
BZZD,DDBB, *("SECONDS™)",x")%, TIME)
"END'



STARTING VALUES OF THE PARAMETERS
+,1000000" +1

NUMBER OF EQUATIONS t 2
NUMBER OF OBSERVATIONS: 1

MACHINE PRECISION

RELATIVE LOCAL ERROR BOUND FOR INTEGRATION
RELATIVE TOLERANCE FOR RESIDUE

ABSOLUTE TOLERANCE FOR RESIDUE

MAXIMUM NUMBER OF INTEGRATIONS 7O PERFORM
RELATIVE STARTING VALUE OF LAMBDA

RELATIVE MINIMAL STEPLENGTH

THERE ARE NO BREAKePOINTS

THE ALPHA=POINT OF THE FeDISTIBUTION § 0,00

o e ee N o=

o o en e e

+1,0000000000000"+000
+1,0000000000000%+000
$1,0G00000000000"+000
©2,5397516194423"«001]
©4,5315780618951"«00}
*4,6307915408640"00}
°l,6360333442760%«001
*4,6363109710557"+001
©4,6363256767096"«00
©4,6363264550597"«001

t4.,1"%e}3
‘*.l“ '7
$4,10" @7
$1+,10" o7
i S¢

g+.10" =9
$§4.,10" «3

133
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NORMAL TERMINATION OF THE PROCESS

LAST INTEGRATJON WAS PERFORMED WITHOUT BREAK«POINTS

"EVUCL, NORM OF THE LAST RESIDUAL VECTOR ;,5051082" 8

EUCL, NORM OF THE FIRST RESIDUAL VECTOR;,1841818" +{

NUMBER OF INTEGRATIONS PERFORMED 1. 8
LAST IMPROVEMENT OF THE EUCLIDEAN NORM §,9030730" e7
CONDITON NUMBER OF JtaJ $.1000000" ¢}

LOCAL ERROR BQUND WAS EXCEEDED (MAXIM,)§ 0

"THE LAST RESIDUAL VECTOR

b RES (1]
1 4,505(" »8

THE CALCULATION IN PEIDE CONSUMED 18,96 SECONDS
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PROBLEEM 3,1,4,3
MeB,V, FEMLAG (NUMAL)

"BEGIN" "INTEGER™ N, IIls "REAL"™ XXX, YYY, Ct
"ARRAY" E 1 § 613

"PROCEDURE™ FEMLAG (X, Y, N, R, F, ORDE, E); "CODE" 33301,

"FOR" N3= 5, 10, 20 *"pO"
"BEGIN" "INTEGER™ ORDE, I, IT; "REAL"™ NORMy
"ARRAY™ XX, YY, YN [0 3 N}

"REAL" "PROCEODURE®™ Y (X)3 "VALUE" X; "REAL" X3
"IF® X = XXX "THEN" Yg= YYY "ELSE®
"BEGIN" "INTEGER®™ I; "REAL"™ XXI, YY1y
"IFr X < XX (IIT)] "THEN® [t= 0 "ELSE™ I;s IIlg
"FOR" I3= I "WHILE®™ X > XX [I ¢ 1] "00" I3= 1 + 1
XXX3= X; 11133 I3 XxXIs= XX {I)s YYI3=z YY (1]}
YYYg= YYD ¢ (YY (I ¢ §) e YYI) & (XXX » XXI) /7 (XX (I ¢ 1] e XXI)3
Yiz YYY
"END® Y3

"REAL®™ "PROCEDURE®™ R (X)3 "VALUE"™ X; "REAL" X;
Rs= EXP (Y (X))

"REAL® "PROCEDURE"™ F (X)3 "VALUE" X3 "REAL" X3
"BEGIN" "REAL" YX;

YX$= Y (X)3 Fys EXP (YX) o (YX @ 1)
"END" F3

"REAL® "PROCEDURE™ NORM 2 (X, Y)3 "ARRAY™ X, Y3

"BEGIN" "INTEGER"™ I; "REAL" S§;
Si= 03 .
"FOR" Ig= 0 "STEP® | "UNTIL™ N #DO"™ Si= § + (X (Il = Y ([I]) *x 2y
NORM 23= §

"END"™ NORM 21y

ORDE= 23 IITg= 0; XXXi= "+3003 C:= 0,66802784575)
E t4)s= E (4)g= 13 E (211 E (3035 E (5115 E (6113 Oy

"FOR™ It= 0 "STEP™ { "UNTIL®™ N "DO"
"BEGIN" XX ([Ils= ] ¢/ Ny YN [Ili= 0 "END"y

"FOR™ ITt= 0, IT ¢ § "WHILE™ NORM > "e9, w4, b6 "DO®
"BEGIN® "IF" IT < 0 "THEN" QRDEj= eTj _
FODR" I3z 0 "STEP®™ 1 =UNTILY N "DO"™ YY (I]ts YN (1}
FEMLAG (XX, YN, N, R, F, ORDE, E))
NORMS$= SART (NORM 2 (YY, YN));
OUTPUT (61, "(""("VERSCHIL MET VORIG RESULTAAT =")", 2ZD,9D,
n(" ,0RDE VY.D, METHODE = ")", 2D, /")", NORM, ORDE)
"END™;
QUTPUT (61, "("//, 8B, "("X = WAARDE")", 9B, "("Y e WAARDE")",
98, "("EXACTE OPLOSSING")", 2/")");
"FOR® I3= 0 "STEP®™ { ®UNTIL" N *DO"
OUTPUT (61, "("SB, 3 (=2Z0.90, 58), /")*, XX (1), YY (1],
2 &« LN (C 7 COS (C » (Xx [I] « 0,5))) ¢« LN (2,0))1
QUTPUT (61, "("a™)")
HENDN
"END"
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VERSCHIL
VERSCHIL
VERSCHIL
VERSCHIL
VERSCHIL
VERSCHIL

VERSCHIL
VERSCHIL
VERSCHIL
VERSCHIL
VERSCHIL
VERSCHIL

MET VORIG
MET VORIG
HET VORIG
MET VORIG
MET VORIG
MET VORIG

X « WAARDE

0,000000000
0,200000000
0,400000000
0,600000000
0,800000000
1,000000000

MET YORIG
MET VORIG
MET VORIG
MET VORIG
MET VORIG
MET VYORIG

X e« WAARDE

0,000000000
0,100000000
0.,200000000
0,300000000
0,4G0000000
0,500000000
0,600000000
0,700000000
0,800000000
0,900000000
1,000000000

RESULTAATY
RESULTAATY
RESULTAATY
RESULTAAT
RESUL TAAT
RESULTAAT

RESULTAAT
RESULTAAT
RESULTAAT
RESULTAAT
RESULTAAT
RESULTAAT

5 0,184686567 ,0RDE V,D, METHODE

= 0,000836337 ,0RDE Y,D. HETHODE

= 0,000000016 ,QRDE V,D, METHODE

= 0,000000000 ,0RDE V,D, HETHODE

= 0,000533397 ,0RDE V,D, METHOOE

5 0,000001004 ,0RDE V,D, METHODE

Y « WAARDE EXACTE OPLOSSING
0,000000000 ®0,000000006
*0,073267595 ©0,073268387
©0,109236582 =0,109237726
©0,109236582 =0,109237726
©0,073267595 «0,073268387
0,000000000 «0,000000006

7 0,261939722 ,0RDE V,D, METHODE

5 0,001157893 ,0RDE V,D, METHODE

= 0,000000022 ,0RDE V,D, METHODE

5 0,000000000 ,ORDE V,D, METHODE

5 0,000190826 ,0RDE V,D, METHODE

= 0,000000091 ,0RDE V,D, METHODE

Y = WAARDE EXACTE OPLOSSING
0.000000000 «0,000000006
*0,041435594 »0,041435629
©0,073268332 ©0,073268337
®0,095799784 «0,095799853

©0,109237649
«0,113703582
=0,109237649
«0,095799784
©0,073268332
©0,04143559¢

0,000000000

«0,109237726
=0,113703662
=0,109237726
=0,095799853
=0,073268387
~0,041435629
=0,000000006

NN

Lo IR VI, VR, V]

cENNN N



VERSCHIL
VERSCHIL
VERSCHIL
VERSCHIL
VERSCHIL
VERSCHIY,

MET VORIG
MET VORIG
MET VORIG
MET VORIG
MET VORIG
MET VORIG

X = WAARDE

0,000000000
0,050000000
0,100000000
0,150000000
0,200000000
0,250000000
0,300000000
0,350000000
0,400000000
0,450000000
0,500000000
0,550000000
0,600000000
0,650000000
0,700000000
0,750000000
0,800000000
0,850000000
0,900000000
0,950000000
1,000000000

RESULTAATY
RESULTAAT
RESULTAAT
RESULTAAT
RESULTAAT
RESULTAAT

Y = HAARDE

0,000000000
*0,02194097¢
v0,041435621
0.058531193
©0,073268379
0.085681704
®0,095799844
©0,103645927
«0,109237717
»0,112587791
©0,113703652
©0.112587791
©0,1092377147
0,103645927
e0,095799344
o) ,0B5681701
®0,073268379
©0,058531193
«0,041435621
e0,021940976

0,000000000

0,370668240
0,001629765
0,000000030
0,000000000
0,000067653
0,000000008

+ORDE V,D, METHODE
,ORDE V,D, METHODE
,ORDE V,D, METHODE
,ORDE V,D, METHODE
,ORDE V,D, METHODE
+ORDE V,D, METHODE

EXACTE OPLOSSING

*0,000000006
«0,021940983
»0,041435629
«0,058531201
«0,073268387
»0,085681709
=0,095799853
»0,103645936
*0,109237726
«0,112587801
w0,113703662
=0,112587801
»0,109237726
»0,103645936
©0,095799853
»0,085681709
«0,073268387
»0,058531201
»0,041435629
®0,021940983
=0,000000006

raNNNVNY
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PROBLEEM 3,1.,4,3
M.B,V, DO2ADF (NAG)

o000

PROGRAM MASTER (OUTPUT, TAPE 6 s OQUTPUT)

EXTERNAL DERIV, OUT

DIMENSION U (2, 2)s V (2, 2)s E €23, Y (11, 2)» G €2+ %), INT (2),
IWSP (2, S)l WS (2), YO (2), EE (2), AA (2), BB (2), CC (2), DD (2)
U (i, 1)
(1, 1)
(1, 2)
(1, 2)

~
N
-
-
-~
SN HNnuNUN

WRITE (6, 98)
98 FORMAT (28H} CURRENT PARAMETER VYALUES,
1 4X, 23HERRORS IN YI[I) AT X = R, 6X, J7HSUM (ERRORS #x 2))
CALL DO2ADF (U, Vv, E, Y, H, X, X1, R, N, M1, DERlY, OUT, G,
1 INT, WSP, WS, YO, EE, AA, BB, CC, DD, JFAIL)
IF (M ,GT, 0) GOTOQ 3
WRITE (6, 99)
99 FORMAT (16H0 FINAL SOLUTION, {8X, 234 EXACT SOLUTION OF Y[1))
PO 21 =1, 11
X = (I 1) /7 10,0
YY = 2 x ALOG (C s COS (C * (X = 0,5))) ¢ ALOG (Z 0)
WRITE (6, 100) Xo (Y (I, Ny J 5 14 2)s YY
00 FORMAT (1H, F4.l, 3F14,10)
CONTINUE
WRITE (6, 101) M
FORMAT (13H ERROR NUMBER, 13)
CONTINUE
STOP
END

- —d 1) -
oC
-
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SUBROUTINE DERIV (G, Z, X)
DIMENSION G (2), Z (2)

6 (1) = Z (2)

G (2) = EXP (Z (1))

RETURN

END

SUBROUTINE OUT (A4, B, F, R, N)
DIMENSION A (N, 2)s B (N, 2)s F (N)y W (22

Js !
DO 3 K= 1,2
Dol =1, N

1F (B (1, K) ,EQ, 0,0) GOTO 2
N (J) = A (], K)

JeJ +
2 CONTINUE
3 CONTINUE

WRITE (6, 100) (W (J), J & 1y 2) (F (1), 1 =21, 2), R
100 FORMAT (1HO, 2F14,10, 2E13.4, E15,4)

RETURN

END
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CURRENT PARAMETER VALUES

1,0000000000 =1,0000000000

*,4081784020
®, 4600197470
«,4633930821
*,4636166786
*, 463632593}
., 463632593}

FINAL SOLUTION
0.0 0,0000000000
sl +,0414356219
o2 ©,0732683795
3 ®,0957998449
4 =,1092377183
o5 *,1137036534
56 41092377183
o7 *,0957998449
o8 *, 0732683795
+9  *,0414356219
1.0 0,0000000000

ERROR NUMBER

0

ERRORS IN YII) AT X = R
«1549E=08  ,3372E401
24123032897  w,2144Ew02 ,1193E400
W4602015240 @ ,1152Ew03  «,7816E=02
24634068291  w,7141Ee05 =,5192E=03
24636175736  w,4649E=06  «,3452E«04
14636325931  «,1616E0}2  «,9497Eel}
L4636325931 o, v, 1554E=14
EXACT SOLUTION OF Y (i)
*,4636325931  ,0000000002
3657558958 ,041435623]
~,2713999484 =,0732683816
©, 1795742504 »,0957998475
©, 0893852455 ,1092377212
20000000009 ,1137036563
20893852455 ,1092377212
«1795742504 «,095799847S
22713999484 «,0732683816
+3657558958 «,041435623]
24636325931 ,0000000002

SUM (ERRORS #x 2)
+1137€E¢02
2 1423E%01
26111Ee04
« 2696 =06
e 1192E=08
2 9023Ee22
W2016Ee29
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3. RANDWAARDEPROBLEMEN
3.2. Elliptische randwaardeproblemen voor

partiéle differentiaalvergelijkingen

door M. Bakker en P.J. van der Houwen

(Mathematisch Centrum)
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3.2.1. Inleiding

Evenals het geval is voor beginwaardeproblemen bestaat er voor rand-
waardeproblemen voor partié&le differentiaalvergelijkingen geen algemeen
toepasbare programmatuur. Zoals gebruikelijk is in de numerieke wiskunde
vervangt men het probleem door een ander probleem waarvoor men de gereed-
schappen wel beschikbaar heeft; de oplossing van het nieuwe probleem moet
natuurlijk wel een beetje lijken op de oplossing van het oorspronkelijke
probieem. We zullen twee methoden bespreken om elliptische differentiaal-
vergelijkingen in een stelsel van lineaire vergelijkingen (als de ellip-
tische vergelijking zelf lineair is) of niet-lineaire vergelijkingen over
te voeren. De eerste methode, welke het langste toepassing vindt, is de
eindige-differentiemethode, de tweede methode is de etndige-elementen—
methode welke de laatste jaren zeer in de belangstelling staat. Beide me-
thoden reduceren het randwaardeprobleem tot een in het algemeen zeer groot
stelsel vergelijkingen met een "ijle" coéfficiéntenmatrix of, in het geval
van niet-lineaire problemen, een "ijle" Jacobiaan (dit is de matrix van
partiéle afgeleiden). Met ijl wordt bedoeld dat de matrix overwegend ele-
menten gelijk O heeft. De oplessing van dergelijke grote ijle stelsels van
duizenden vergelijkingen vraagt een geheugenzuinige numerieke oplossings-
methode. We zullen twee oplossingsmethoden aan de orde stellen: de methode
van Richardson en de geconjugeerde-gradiéntenmethode. Beide kunnen volstaan
met een aantal geheugenplaatsen dat evenredig met het aantal vergelijkingen
is.

Een en ander zal toegelicht worden aan de hand van het volgende ellip- -

tische randwaardeprobleem

52 52 ,

S22 422 10w = -1, 0<x,yc<1,
2 2

9x ax

(3.2.1.1)
u(x,0) =u(x,1) = u(0,y) = u(l,y) = 0.

3.2.2. Discretisering door middel van eindige differenties

In de eindige-differentiemethode worden differentiaties door differen-
tiequoti&nten vervangen. Dit proces wordt discretisering of discretisatie

genoemd en is identiek aan de in paragraaf 2.2.3 beschreven semi-discreti-
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satie van begin-randwaardeproblemen. In het bijzonder zullen we de discre-
tisering van vergelijking (3.2.1.1) bespreken. Daartoe kiezen we in het
(x,y)-vlak een uniform rooster met vierkante mazen met zijde h (zie figuur

3.2.1)

—_—

Z —T h

)

h
—_ X

Figuur 3.2.1 Uniform rooster in het (x,y)-vlak

2 2
De eenvoudigste 2% orde discretisering van 3 u/ax2 + 3 u/By2 in een punt P

wordt gegeven door (vierkante haken geeft discretisering aan)

37u 97 u
(3.2.2.1) [——§-+ —_ = > + 5 ,

9x 3y h h

- - 1
2 2 ] UW 2UP+UO UN 2UP+LZ

waarin azu/Bx2 en 32u/3y2 dus eenvoudig door centrale differentiequotiénten

zijn vervangen. Een handige notatie voor formules als (3.2.2.1) is de vol-

gende:
0 1 o0
2 2
(3.2.2.1") [—3—3+§—5]=i2 14
3?3y h 0 1 o0

Hierin noteert men de gewichten die de functie U in de verschillende roos-
terpunten uit de differentieformule heeft, in een array en wel zodanig dat
de plaatsen in dit array corresponderen met de plaats van de roosterpunten
in het rooster. Voorstelling (3.2.2.1') wordt ook wel de molecuulvoorstel-
ling genoemd.

Vervangt men in (3.2.1.1) de differentiaaloperator 32/3x2 + 32/3y2
door de differentieoperator (3.2.2.1'), dan gaat het randwaardeprobleem

over in een lineair stelsel

(3.2.2.2) Au = %,
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waarin 3 de benadering van de oplossing u(x,y) in de roosterpunten voorstelt
en ? de inhomogene termen van de differentiaalvergelijking en de randvoor-
waarden bevat. Als illustratie stellen we het stelsel (3.2.2.2) op voor het
geval waarin het vierkant 0 < x <1, 0 < y £ 1 in 9 vierkantjes onderver-
deeld is (zie figuur 3.2.2). Voor u, vinden we dan

1
y
I

Iu3 Uy

I
|

U jup

0
Figuur 3.2.2 Rooster met h = 1/3

1
(173)2 [—4u1 +ug 4 u2] - 10u1 = -1

en soortgelijke vergelijkingen voor Uy, u3 en u,. Aldus komen we tot het

stelsel
-46 9 9 0 u, 1
(3.2.2.2") 9 -46 O 9 u, - _ 1
9 0 -46 9 ug 1
0 9 9 -46 u4. 1

In de numerieke oplossingsmethoden voor stelsels afkomstig van rand-
waardeproblemen voor partiéle differentiaalvergelijkingen speelt het spec-
trum van de coéfficiéntenmatrix vaak een belangrijke rol. In het boven-
staande geval van h = 1/3 zien we direct dat de eigenwaarden reéel zijn
(A is symmetrisch) en, krachtens de bekende stelling van Gerschgorin, dat
de eigenwaarden in een cirkel met middelpunt - 46 en straal 18 liggen.
Derhalve liggen de eigenwaarden in het interval [-64, -28]. Voor een wille-
keurige maaswijdte h geldt ook dat A symmetrisch is en vinden we met

Gerschgorin dat de eigenwaarden in het interval

[- —g - 10, -10]
h
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liggen. Uiteraard is dit een wat ruwe schatting. Voor een nauwkeuriger ana-

lyse verwijzen we naar de literatuur (e.g. FORSYTHE & WASOW [1961]).

3.2.3. De eindige elementenmethode

De oplossing u van (3.2.1.1) minimaliseert de convexe functionaal

) 2 2 .
ifv] = J [v: + v + 10v°-2v]axdy
X Y

b —

over de ruimte V van functies die continu zijn op R = [0,1] x [0,1] en nul

zijn op 9R. Voor u geldt de betrekking
(u ) + (uy,vy) + 10(u,v) = (1,v), v € V,

waarbij (,) het inproduct over R betekent. De Ritz-Galerkin-methode bestaat
hierin dat we u benaderen door I[v] te minimaliseren over een eindig-dimen-
sionale deelruimte S van V. Als {¢1,...,¢N} een basis is van S, dan wordt de

approximatie u_ € S van u bepaald door

i _ s
———) + 10(us,¢i) = (1,¢i), i 1,...,N.

/au
(3.2.3.1) [__= s,
oy 3y

Efiﬁ (Bus 3¢ .
\ox ' 3x )

.. _ N _ T
Schrijven we u, = Zi=1 qi¢i(x,y), dan wordt q = (ql""’qN) bepaald door

> >
Aq = b;
9. 3¢. 90, 9%,
- (X 3 1 _i
(3.2.3.2) A ((Bx ! oox ) * (By "3y ) * 1O(¢i’¢j));
B o= (0.

De eindige-elementenmethode nu bestaat hierin dat S zo gekozen wordt dat
1. ug voldoende nauwkeurig is;
2. het stelsel (3.2.3.2) een ijle matrix A heeft en dus ook voor zeer
grote N nog oplosbaar is.
We verdelen R in M = n2 vierkantjes van gelijke oppervlakte o = h2, h de

‘maaswijdte. Als roosterpunten kiezen we
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1. de hoekpunten van de vierkantjes: e ;
2. de middens der zijden ;
3. de middens der vierkantjes P
(0,1) (1,1)
+ + + X + X +
K + t X + + +
K + + X + X + +
K+ + X+ X + + X
3¢ 3 Y3
x + X+ + X+ 17 + X
(0,0) (1,0)

Figuur 3.2.3 Uniforme elementen

Voor S kiezen we de ruimte van functies die
1. continu zijn op R en nul op 9R;
2. op ieder deelvierkantje e, een bikwadratisch polynoom zijn d.w.z. een
polynoom van de vorm (a0+a1x+a2x2)(bo+b1y+b2y2).
Om een basis voor S te definiéren nummeren we de roosterpunten van 1
tot en met N = (2n-1)2. De basisfuncties van S zijn bikwadratische polynomen

¢i(x,y) met de eigenschap

¢i(Pj) = Gij' 1 <i, j < N.
Het is gemakkelijk te verifiéren dat ¢i(x,y) = 0 op die vierkantjes
waartoe Pi niet behoort. Bijgevolg is aij = 0 als Pi en Pj niet tot hetzelf-
de vierkantje behoren. Een blik op figuur 3.2.3 leert dat roosterpunten e
aan ten hoogste 24 andere roosterpunten zijn gekoppeld, roosterpunten x aan
ten hoogste 14 en roosterpunten + aan ten hoogste 8 andere roosterpunten.

We werken in formule (3.2.3.2) uit voor de verschillende roosterpunten.
Voor de integratie maken we gebruik van de tweedimensionale regel van Simpson.

Voor een rechtvaardiging hiervan zie STRANG [1972].
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Om compact aan te geven hoe de verschillende roosterpunten aan elkaar
gekoppeld zijn, gebruiken we eveneens de molecuulnotatie. We krijgen dan

voor de verschillende soorten roosterpunten de volgende moleculen.

Roosterpunten e

-
0 0 1 0 0 .‘
0 0 -8 0 0
% 1 -8 28+10n° -8 1 ;
0 0 -8 0 0
] 0 0 1 0 0
Roosterpunten x
0 1 ) -\
0 0 -4 0 0 0 -8 °
2
2t -8 22+10n° -8 1| of -3— -4 22+10n -4 ;
9
0 -4 0 0 0 -8 °
0 1 0
L' —3
Roosterpunten +
0 -4 0
2
-4 16+10h -4
0 -4 0 {.

Merk op dat er geen "kruiskoppeling" optreedt. Bijgevolg is de ijlheid
van A aanzienlijk groter dan verwacht mocht worden. Het rechterlid van

(3.2.3.2) is als volgt bepaald
2

h”, voor + roosterpunten,
2

h”, voor x roosterpunten,

2
h™, voor e roosterpunten.

o’
]
ol VN Ve
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3.2.4. De methode van Richardson

Stel dat we het niet-lineaire stelsel
(3.2.4.1) F@) =0

> : > . +
willen oplossen, waarin F een gegeven vectorfunctie in u is. In het bij-

zonder beschouwen we stelsels waarvoor de Jacobiaan

rij-index

R aFr<E) ;
(3.4.2.4) J() =(_—)’ k = kolomindex

Buk

een Zjle matrix is met positieve eigenwaarden. Voorbeeld van een dergelijk
stelsel is het door semi-discretisatie van probleem (3.2.1.1) verkregen
stelsel (3.2.2.2). Dit stelsel is lineaiZr zodat J = A. Een voorbeeld van

een niet-linealr stelsel levert de discretisatie van het probleem

32 32u

(3.2.4.3) —§+ “— - 10 sinh(10 u) = O,
2
ox oy

met randvoorwaarden van de eerste soort langs de randen x = 0, x = 1,

y =0eny = 1. Dit pfobleem is de twee-dimensionale vorm van een probleem
van Troesch (zie ROBERTS en SHIPMAN [1972]). Discretisering van de Laplace-
operator leidt tot het stelsel

(3.2.4.3") A3 - 90 = 2,

> > >
waarin A een matrix is, f een constante vector en de componenten van g(u)
door 10 sinh(10 uj) gegeven worden. Het is duidelijk dat de Jacobiaan van

dit stelsel gegeven wordt door
>
J(@ =a-D@),

>
waarin D(u) een diagonaalmatrix is met diagonaalelementen

d.. = 100 cosh(10 u.).
JJ J

We beschouwen het iteratieproces

2.4.4 > _ - > > + (1 >
(3.2.4.4) u =au - wnF(un) ( —an)un

n+1 nn n=1,2,....

_1’

> ->
De vectoren u, en u, moeten hierin als startvectoren opgegeven worden. De
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parameters o, en w, kiezen we zodanig dat de convergentiesnelheid zo groot
mogelijk is. Daartoe substitueren we in (3.2.4.4)

>
v

> -
u =u +

n n’

> > ) ->
waarin u de oplossing van (3.2.4.1) is en v, de fout in de iterand u . Voor

> >
u, voldoende dichtbij de oplossing u geldt

v > > > ->
.2.4. = - 1) ] - .
(3 4.5) LA [an wnJ(u) v+ (1 an)vn_1
> > > >
Stel dat we u, = uO, dus v1 = v, gekozen zouden hebben. Uit (3.2.4.5) volgt
dan dat
> > >
1 -
(3.2.4.5") Vol = Pn(J(u))vo,
waarin Pn een polynoom van de graad n is met Pn(O) = 1.

Blijkbaar moeten we de parameters a_ en w_  zodanig kiezen dat "Pn(J(K))“
zo klein mogelijk is. In de practijk vervangt men deze opgave door een iets
eenvoudiger probleemstelling: kies P zodanig dat de eigerwaarden van
Pn(J(K)) minimaal z1jn. Zoals gezegd beperken we ons tot stelsels waarin
J(G) positieve eigenwaarden heeft. Stel dat men bovendien weet dat de
eigenwaarden in een interval [a,b] liggen. We krijgen dan de opgaaf het
polynoom van de graad n te construeren dat de kleinste supremumnorm op het
interval [a,b] heeft met als nevenvoorwaarde Pn(O) = 1. In een heel ander
verband werd dit minimaxprobleem al door Markoff in 1892 opgelost en is na
hem nog vele malen herontdekt. In elk geval kende RICHARDSON [1910] de op-
lossing niet en stelde voor om de nulpunten gelijkelijk over het interval
[a,b] te verdelen. Pas in 1950 kwamen Shortley en Flanders met de optimale
verdeling van de nulpunten aandragen. Er geldt namelijk dat de optimale

Pn(z) gegeven wordt door

(3.2.4.6) P_(z) =
n

waarin Tn het Chebyshev-polynoom van de graad n voorstelt. Uit deze identi-

ficatie kunnen de parameters o, en w, berekend worden; we vinden
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(3247)a-2q_TL(E)__ N-L_r_ri(_q)_ q = 22
n Tn+1(q) n b-a Tn+1(q) b-a

Het aldus gedefinieerde iteratieproces wordt het 2% orde Richardson—proces
genoemd. Er bestaat ook een 1° orde Richardson-proces waarin alle an's
gelijk 1 zijn, dus in feite een éénstaps-iteratieproces. Hiervoor geldt
echter dat aan (3.2.4.6) voor een vaste, vooraf gekozen waarde van n voldaan

wordt; noem deze waarde N dan geldt voor de parameters wy

-1
[ 2n+1 ] -
(3.2.4.8) w = 2La +b-+(a—b)cos< N ﬂ)J , n=20,...,N-1.
Alhoewel dit proces zuiniger geheugengebruik heeft, weegt het nadeel dat
van te voren een waarde van N opgegeven moet worden zo zwaar, dat de 2% orde
versie verre de voorkeur verdient; bovendien is het door (3.2.4.8) gegene-

reerde proces numeriek instabiel.

3.2.5. Het eliminatieproces

We hebben gezien dat het Richardson-proces vraagt naar het eigenwaarden-
interval [a,b]. Hoe scherper dit interval opgegeven kan worden, des te
efficiénter werkt de methode. Immers uit (3.2.4.6) volgt voor grote waarden

van n
IPn(z)I < Tgl(gég) fod % exp n[arcosh(%%i)}.

Aangezien arcosh(x) een stijgende functie van x is, moet men

20 groot mogelijk kiezen, d.w.z. het eigenwaardeninterval zo scherp moge-
lijk bepalen.

Het eliminatieproces is er op gebaseerd de waarde van a door a > a
te vervangen. Het gevolg is dat de eigenvectoren in de fout ;n behorende
bij de eigenwaarden binnen het interval [a,b] des te sneller verdwijnen,
maar dat de eigenvectoren behorende bij eigenwaarden uit het interval [a,g]
blijven hangen en wel in het bijzonder de eigenvector behorende bij de

kleinste eigenwaarde amin (zie figuur 3.2).
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AN AN 2 W U N o ///;

{»'r\_/\/VVV\JU\/-'Z

~

a a b

Fig. 3.2. Spectrum van Pn(J(g)).

Het is mogelijk deze dominante eigenwaarde uit de successieve iteratie-
resultaten 3n te berekenen. Beschikken we eenmaal over 6min dan kan de
bijbehorende eigenvector geé&limineerd worden door de parameters o en w,
zo te kiezen dat Pn(z) een nulpunt in 6min heeft. De uitwerking van dit
eliminatieproces is nogal technisch en valt buiten het kader van deze
syllabus. We vermelden alleen dat de convergentieversnelling aanzienlijk

is en verwijzen voor verdere details naar MC Tract 20.

3.2.6. Numerieke experimenten met de procedure RICHARDSON

Probleem (3.2.1.1) werd door middel van de benadering (3.2.2.1) ge-
transformeerd tot een lineair stelsel van de vorm (3.2.2.2). Achtereen-
volgens werd de maaswijdte h = .025, .05 en .1 gekozen. Op deze stelsels
werd het in paragraaf 3.2.4 beschreven proces van Richardson toegepast,
waarvan een ALGOL 60 implementatie in de bibliotheek NUMAL aanwezig is (zie
de procedure RICHARDSON gedocumenteerd in section 5.2.1.2.2.1.2 van de
NUMAL-manual) . Voor de grenzen van het spectrum van de coéfficientenmatrix
geldt volgens paragraaf 3.2.2, na vermenigvuldiging met —h2 om positieve
eigenwaarden te krijgen,

2= 10n2, b =8+ 10n°.

Een iets scherpere analyse dan die met Gerschgorin cirkels leidt tot de

wat nauwere grenzen
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a = 12h2, b = 8(1+h2).

Aan het eind van dit hoofdstuk zijn het gebruikte programma en de verkregen
resultaten weergegeven; het iteratieproces werd beéindigd wanneer de maxi-
mumnorm van het residu h2(Aan—%) gezakt was beneden 10-5. Een onderlinge
vergelijking van deze resultaten laat zien dat de numerieke oplossing met

h = .11in 1 & 2 cijfers, en die met h = .05 in 2 a4 3 cijfers overeenstemt

met' de voor h = .025 verkregen oplossing.

3.2.7. De geconjugeerde-gradi&ntenmethode

De geconjugeerde gradi&ntenmethode (af te korten als CG-methode) is

een proces waardoor het n-dimensionale lineaire stelsel

(3.2.7.1) AE = g, A symmetrisch positief definiet,

iteratief wordt opgelost in ten hoogste n stappen. Een van de varianten,

ontleend aan REID [1971] is de volgende:

> > A» —g
To T Pg = Ay, ’
> _ >
Yoe1 T Uy T %Py '
> )/ A—) ->
3.2.7.2) 0»2 = (IE:PIL ( pQ'pl) ’
(3.2.7. > _ A-» g > A—>
To+r T Ay b =1 - anp,
> _ > >
Por1 = Taar T BeRy ’
_ -> -> / -> -> _
62 = (r2+1IAP2) <APQIP2) ' £ =0,1,...,

waarbij 50,51,... de richtingsvectoren en ;O';l”" de residuvectoren heten.
Aangezien de richtingsvectoren een A-orthogonaal stelsel vormen ((Ap ,p )
=0, 1 # j) en de residuvectoren een orthogonaal stelsel (zle REID [1971]),
is het direct duidelijk dat in elk geval rn = O, dus u = u. Uiteraard is
het mogelijk dat dit proces eerder afbreekt.

Wat deze methode aantrekkelijk maakt om grote ijle stelsels, voort-
komend uit elliptische randwaardeproblemen, op te lossen, is het volgende:
1. het aantal iteratiestappen is eindig;

2. blijkens formule (3.2.7.2) hoeft de matrix A niet expliciet meegegeven

te worden als inputparameter, maar impliciet in de vorm van een routine
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> >
die bij gegeven vector v de vector w = Av berekent.

TABEL 1

Beschikbare routines voor de CG methode

Programmatheek Routine Geheugen
ACCULIB CG 4n
NUMAL CONJ GRAD 2n

3.2.7.1. CONJ GRAD (NUMAL)

Deze routine is ontleend aan REID [1971]. Als inputparameters moeten
o.m. worden meegegeven:
1. een beginschatting van 3;
2. het rechterlid van (3.2.7.1);
3. een routine die uit ; de vector A; berekent;

4. een stuurparameter in de vorm van een koolean expression.

Gedurende het iteratieproces kan de gebruiker aan de hand van het
aantal uitgevoerde iteratiestappen en het kwadraat van de residunorm

bepalen of het proces doorgaat.

Voorbeeld. Met behulp van de aanroep

conj grad (matvec,u,b,1,n,
iterate < 10 "and" residunorm >=1.0" - 10,

iterate, residunorm);

bepaalt de gebruiker dat het proces wordt afgebroken als er 10 iteraties

zijn uitgevoerd, of als de kwadraatnorm van het residu kleiner dan

10710 is.

Uitvoer na m iteratiestappen:
. . >(m) >
1. een approximatie u van uj;
. - (m) >
2. de residuvector r , overgeschreven op b;

>
3. de kwadraatnorm "r(m)“2.
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3.2.7.2. CG (ACCULIB)

Deze routine lost het stelsel
> >
(3.2.7.3) Au + b =0, A symmetrisch positief definiet,

op met behulp van een variant van de CG-methode, ontleend aan GINSBURG
[1971]. De gebruiker is hier niet verplicht een beginschatting van u te
geven. Wil hij dat toch doen, dan maakt hij dat kenbaar door de boven-
grens van het array u een minteken te geven. Een ander verschil met

CONJ GRAD is dat CG voortijdig wordt afgebroken als A niet positief definiet

is of te slecht geconditioneerd.
Invoerparameters zijn o.m.

1. een beginschatting van G (niet verplicht);

2. de vector b van (3.2.7.3);

3. een routine die bij gegeven vector 3 de vector 3 = A; berekent;

4. de bovengrens van het array 3;

5. een label waarheen de gebruiker wordt gestuurd bij voortijdige
be&indiging van CG;

6. het maximum aantal interatiestappen.

Voorbeeld. Met de aanroep
it := 20;
CG(-100,20,b,matvec, x, it,q,e,exit);
"goto" after exit;
exit:
output (61,"("/," (" process ended prematurely ")",/")");
after exit:

< afdrukken gewenste resultaten >

maakt de gebruiker kenbaar dat

1. een beginschatting gegeven is;
2. het iteratieproces ten hoogste 20 stappen bedraagt;

3. melding wordt gemaakt van een eventuele voortijdige beé&indiging.
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Uitvoer:

>
1. een approximatie van u;
2. het aantal iteratiestappen;
- -
3. de vectoren g en e; dit zijn twee p-dimensionale vectoren; voor de

betekenis verwijzen we naar GINSBURG [1971].

3.2.8. Oplossing van (3.2.1.1) d.m.v. CONJ GRAD en CG

Een van de aantrekkelijke eigenschappen van de eindige elementen-—
>
methode is dat de matrix A en het rechterlid b van (3.2.3.2) vierkants-

gewijs gedvalueerd kunnen worden (zie FELIPPA & CLOUGH [19701]):

N
b
1

I ~1R%

M
A=ZA;—1;=

1 L .

(3.2.8.1) A

3. 86, 9. 36,

i+ _ 3, _1_3J .
I [Bx % T oy 8y 1O¢i¢j]d"dy)'
e

o'y
]

¢i dxdy); 2 =1,...,M

>
Het gebruik van CG en CONJ GRAD vereist dat bij gegeven vector v de vector
->

Av wordt berekend door middel van een routine matvec. Een en ander

>
suggereert de segmentsgewijze evaluatie van Av:

£y
]

I =
¥

(3.2.8.2)

£y
I
>
<

L =1,.0.,M

Aangezien ieder vierkantje ten hoogste negen roosterpunten bevat, bestaat

Al overwegend uit nullen: ten hoogste 81 elementen zijn # 0 en door het ont-
->

breken van kruiskoppeling wordt dit aantal zelfs tot 45 gereduceerd. Aw

wordt nu als volgt berekend:

> ->
1. eerst wordt w = Av op O gesteld;
2. vervolgens worden op ieder vierkantje e, de negen (of minder als e, aan
>
de rand ligt) relevante componenten van wy berekend en op de juiste

plaats opgeteld.
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Voor de boekhoudkundige aspecten van deze operatie verwijzen we naar

FELIPPA & CLOUGH [1970].

Voor de oplossing van (3.2.1.1) werd R in resp. 25, 100 en 400
vierkantjes met maaswijdten 0.2, 0.1 en 0.05 verdeeld. Om de segments-
gewijze evaluatie van $ = A3 meer efficiént te kunnen programmeren werden
de randpunten ook als roosterpunten beschouwd. Het aantal roosterpunten

werd daardoor 121, resp. 441 en 1681.

3.2.8.1. CONJ GRAD

Indien een nauwkeurigheid is vereist van ca. 1% wordt bepaald dat het
iteratieproces (3.2.7.2) wordt afgebroken als de residunorm kleiner dan
10—5 is. Een onderlinge vergelijking leert dat de oplossing voor h = 0.2
in 2 3 3 cijfers en dat de oplossing voor h = 0.1 in 4 & 5 cijfers overeen-
komt met de oplossing voor h = 0.05. Hieronder drukken we het aantal

. . > >
iteratiestappen m en "Aum—b" af.

TABEL 2
> >
h m lauw -p |
m m
0.20 14 4.7710‘6
0.10 31 5.6310—6
0.05 63 8.1110—6

3.2.8.2. CG

Aangezien deze routine geen eenvoudige mogelijkheden geeft om het
iteratieproces tussentijds te sturen, wordt als bovengrens van het aantal

iteratiestappen de dimensie van het array u gegeven.



TABEL 3
h m
0.20 15
0.10 48
0.05 80
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Bijlagen

"BEGIN® "IMTEGER" M; "REAL" K2,
K23=«103 "FOR™N1=10,20,40 "DO"
"BEGIN" MINTEGER" N{, I, J, K, ISTEP, ITy
"REAL" H, H2, H2K2, RATE, DUMZIGVAL;
"ARRAY" U[O3N,03N), DISCR(1:2)}

"PROCEDURE"™ RICHARDSDN(U.LJ.UJ.LL'UL;I”APpRESIDUAL'A:BaNo
DISCR,K,RATE,DOMEIGVAL,0UTY; "CODE® 331709

"PROCEDURE" INIMAT(A,B,C,D,E,F); "CODE" 31011
"PROCEDURE™ DUPMAT(A,B,C,D,E,F); "CODE" 31035;

"PROCEDURE™ RESIDUAL(U); "ARRAY" U
"BEGIN® MINTEGERM I, Jy "ARRAY" AULOIN,QIN];
INIAAT (O, Ns0, N, AU, 0)y DUPHAT(1,N1,1,N ,AaU,U))
"FOR"Ig= | "STEP" | ®UNTIL® Ny"pO"
"FOR"Jg= | N"STEP™ { "UNTIL™ Nl"DO"
Uir,J)s= (4eH2K2)4AUTL, JIw(AULT,Je1) ¢AULT, J41] ¢AU[Tel,d]
+AU(I+1,J))eH2
"END";

"PROCEDURE™ OUT(K)s "VALUE" K; "INTEGER" K3
"BEGIN"® "END"}

NitzNst; HIS1/N; H21=HeH) H2K213ZH24K2; INTMAT(O,MN,0,N,U,0)3

RICHARDSOH(U.1.“1,l.”l."TRUE",RESIDUAL;thRZ:&'(l + H2),

"IF® DISCRI1)1<"eS "THEN® g "ELSE" 1SO,DISCR,K.RATE.DOMEIGVAL,OUT)|

OUTPUT(61," (", "("AANTAL AAHROEPEN YAHN RESIDUAL")"22D,
Ha“["CONVERGEHTIESVELnEID: ")"D,4D"eD, )
4B" ("RESIDUNORM; ")"D.HD"-D,UB”("HAASHIJDTE; PI",30,3/m),
K,RATE,DISCRI(2),H); ISTEP:;= N//§0;

"FOR" I3=Q"STEP" [STEP "UNTIL™ N *DO"

"BEGIN® OUTPUT (61,

AN/ X 2 0,0, 041 eaer 1403 ¥ = "I"DeDs/ /"IN, (1//ISTEP)IX0,1)y
"FOR"Jg=( "STEP" ISTEP "UNTIL" N "DO"
QUTPUT(61,"("2BeD,4D"eD")",U[1,J])

NEND"

REND'

NENDH
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"BEGIN™ "INTEGER"™ M; "REAL" K2y

K2$= 103 "FOR" N3= S, 10, 20 "DO"

"BEGIN™ ®INTEGFR"™ NSQ, M, M2, M3, M4, MSQ, I, J, 1T, ISTEP, JSTEP;
"REAL" H, H2, H2K2, EPS; "ARRAY" Us FLI;(2eN+1)R%2],

"PROCEDURE™ CONJ GRAD(A, X, By Ly U, GO ON, IT, EPS); "CODE" 342204
"PROCEDURE"™ INIVEC(L,UsA,X); "CODE" 310103

"PROCEDURE"™ MATVEC(U,AU)s "ARRAY"™ AU, U
"BEGIN" "INTEGER™ I, EL, K1, K2, Ls "ARRAY" AUX 1Myl
INIVEC(1,M5Q,AU,0)s
"COMMENT" DE RANDWAARDEN HORDEN OP AUX OVERGESCHREVEN
EN WORDEN TIJDELIJK OP NUL GESTELD;
"FOR" I;= 1 "STEP® { WUNTIL"®™ M wpQ®
"BEGIN" AUX(IJt= ULIls AUX(I+M)g= U[I+MS0eM)y
AUXTI+M2] 32 UIMa(la1)¢1]) AUXII+M3] sz UlTaM)
UfIlez UIMe(Ie1)#1des UfIaM] 3= ULIeMSQeMIgm 0
"END":
"COMMENT® DE BIJDRAGEN VAN AU WORDEN NU VIERKANT VOOR
VIERKANT BEREKEND EN UPGETELD; :
"FOR" ELg= | "STEP" 1| "UNTIL* N5Q "pOw
"BEGIN" K1tz EL//Ns K235 EL e Ki#Ng
Lz "IF" K2 2 0 "THEN" (Ki @ J)aM2 ¢ M @ 2
"ELSE" 24(K{#M ¢ K2) w 1}
AUILY $2 AUILI +(T+H2K2/4) sV L)
~ARCUIL+LISUTLEMI )+ (UTLOM2) 2ULL421) 72y
AUlL+2] 3= AU[L+210(70H2K2/u)*UtL#21
-at(U(L0110U1L¢”¢21)+(U!LOH2¢2!¢UIL1)/21
AUIL+M2) 2= AU[L¢”210(7+H2K2/")*U!LOH21
‘ -ut(utLvMJ¢U(L+"2011)o(UIL¢W2¢al+UlLl)121
AUIL+M242]11s AULL¢M242) ¢ (T+H2K2/4) 2 UL +M242)
‘ -uttUtL0H0214UlL+M201))¢(U€L0M21tUILvZ])/Z:
AUTL+#1) 5= AUTL#1)4(22¢H2K2)aU[L¢1]
) -antU(LJ§U£L¢2))-16:UIL+H¢11¢2:U[L0H2¢111
AUTL#MY 3= AULL#MI ¢ (22+4H2K2) #U [L4M) )
'Ut(U[L]tU!L0M21)’lka(LOM*ll‘2*UtL0H+218
AULL#M2+1) 82 AUCL#M241) 4(224H2K2I xU [LeM2¢1)
_ -a*(u[LoHZyalou(Loﬂzl)—lb*U(L¢M+1102tU(L01]|
AUTL+Me2) 5= AU[L0"0210(220H2K27tU(L+”’2]
-u*tutL¢M202)¢UtL+21)-16tU(L'M01102tUtL¢Hl;
AUIL+MeL) s AU(L#"*I)0(64#HZK2‘4)*U[L0N+il
-lb*(U[LilJfUtL+HJfU[L+”¢ZJOUILOH2+1])
YEND";
"COMMENT™ DE RANDWAARDEN NORDEN NU IN REKEMING GEBRACHT;
"FOR" Igs § "STEP® { ®UNTIL"™ M wpQ®
"BEGIN" Ls= I AU(L) 1= UILY 3= aux(l)y
Lis I ¢ MSO o M AU(L)s= UILI;= AUX[I4M]y
Li= Ma(l @ §) ¢ 1; AU(L) 3= ULL) 3= AUX[I¢M2],
L3z IaM; AULLI = ULL) 3= AUX[I¢M3)
"END"
"END"™ MATVECS
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M3z N ¢ N & 13 M233 MMy M3tz MeM2y Mygs MeMYg

MSQ:= MaM; NSQ3= NxHp Hg= {/d; H2i= HaH; H2K23= H2*K2;
INIVEC(1,MSQ,U,0)3 INIVEC(1,M5Q,F,0)

"COMMENT" EVALUATIE VAN HET RECHTERLID3

"FOR® Ig3= M¢2 "STEP™ M2 "UNTIL™ MSQ-M %DOn

"FOR"™ J3=sI "STEP"™ 2 MUNTIL"™ I+M=3 "DO® F(J)i= 4=H2y
"FOR® I3= M43 "STEP™ 12 "UNTIL"™ MSO=M "DOQv
PFOR™ J3=1 "STEP"™ 2 "UNTIL" I4MeS "DO" F[J)§= 2aH2y
"FOR™ 13= M242 "STEP"™ M2 "UNTIL® MSQed »DQ"
"FOR" Jg=l "STEP™ 2 "UNTIL"™ I+M=3 "DO" FlJ);3 2#xH2y

PFOR" I;= M2¢3 “STEP" M2 “UNTIL"™ MSQeH "DQ"
PFOR" Jg=1 ®STEP"™ 2 "UNTIL" IsMeS "DO" FlJIts H2y

CONJ GRAD(MATVEC, U, F, 1, MSQ, EPS > 1,0"e}0, IT, EPS);

OUTPUT (61, ("4, "("RESIDUNORME")"eD,4D"=ZD,
4B* (" AANTAL AANROEPEN VAN HATVEC3"™)%22D,
4B" ("AANTAL ROOSTERPUNTEN®")"ZZ22D,
4B™ ("MAASWIJDTE:")",DD,5/")",SQRT(EPS),IT,M50,H)

JSTYEP3= N//S3p ISTEP3zs JSTEPxM;

PFOR™ I3= | "STEP® [STEP "UNTIL™ MS@ = M ¢ | "DO"

"BEGIN® OUTPUT(6Y, .
N/ (MK 2 0400 041y geer 1403 Y = ")¥D,D,//")", (1//1STEP)*0.1)3
MFOR™ J3s I "STEP®™ JSTEP "UNTIL® I ¢« M = { "DO"
OUTPUT(61,"("BBeD,4D"eD")"*,UlJ])

NENDN

"END®

IENDI
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"BEGIN® "INTEGER™ N; nREAL" K2%
KPise10y "FOR"N1$=10,20,40 "DO"
"BEGIN® "INTEGER"™ Mi§, I, J, K, ISTEP, ITy
"REAL" H, H2, H2K2, RATE, DOMEIGVAL;
"ARRAY"™ U([OsN,08N), DISCR{1:2]:

"PROCEDURE™ RICHARDSON(U,LJ,UJ,LL,UL, INAP,RESIDUAL,AsB/Ns
DISCR,K,RATE,DOME]GVAL,QUT); "CODE" 331703

*PROCEDURE"™ INIMAT(A,B,C,D,E,F); "CODE" 31011,
"PROCEDURE" DUPMAT(A,8,C,0,E,F); “CODE" 31035,

*PROCEDURE" RESIDUAL(U); "ARRAY" Uy )

"BEGIN®" ®"INTEGER™ I, Js "ARRAY" AULOIN,08N)y
INIMATCO,N,0)N,AU,0)3 DUPMAT(1,N1,1,Nl,AU,U)y
"FORMIg= | "STEP"™ § MUNTIL" Ng{"DO"
"FOR"Jg= | "STEP" 1 M™UNTIL"™ Ni"DO®
ULI,Jls=s (GeH2K2)#AULI,J)e(AU[I, o] ¢AU[T,J+1]¢AU[Tel,J]
+tAULI¢1,J))wH2

YEND";

"PROCEDURE™ OUT(K)3 "VALUE™ K; "INTEGER" K3
YBEGIN" "END"y

NitsNel; HE=1/N; H23SHaHjp H2K231=H2#K2; INIMAT(O,N,0,N,U,0)3
RICHARDSON(U,1,H1,1,N1,"TRUE",RESIDUAL,12aH2,82(1 + H2),
nIF® DISCRI1)<"»5 "THEN® ¢ “ELSE" 150,DISCR,K,RATE,DOMEIGVAL,0UT)}
DUTPUT(61,"("x,"("AANTAL AANROEPEN VAN RESIDUAL:")"ZZD,
48" ("CONVERGENTIESNELHEIDS ")"D,4D"=D,
UB" ("RESIDUMORM; m)"D,uD"«D,4B" ("MAASHIJDTES *)",3D,3/mM)",
K,RATE,DISCRI2),H)y ISTEP:;= N//10;
"FOR" I;=0"STEP* ISTEP "UNTIL" N "DO"
"BEGIN" OUTPUT(61,

WP/ %" X 2 0,0, O0uls eser 3401 Y = ")"D,D,/7/")",(1//1STEPYX0,1)9
"FOR*J:=0 "STEP"™ ISTEP "UNTIL" N "pO"
QUTPUT(61,"("2BeD,4D"eD")",ULI,J})

.END.

HENDN

OENDH
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"BEGIN® "INTEGER"™ N; "REAL" X2y

K2t= 103 "FOR" N3= S5, 10, 20 "DO"

WSEGINM "INTEGER®™ NSQ, M, M2, M3, M4y, Msa, I, J, IT, ISTEP, JSTEP;
"REAL" H, H2, H2K2, EPS3 "ARRAY™ U, F[1i(2aN+1)xw2],

"PROCEDURE"™ CONJ GRAD(A, X, 8, L, U, GO ON, IT, EPS)y "CODE" 342209
"PROCEDURE™ INIVEC(L,UsA,X); "CODE" 31010;

"PROCEDURE" MATVEC(U,AU) s "ARRAY"™ AU, U
"BEGIN®™ "INTEGER" I, EL, X1, K2, L3 "ARRAY"™ AUX[13M4]}
INIVEC(1,MSQ,AU,0)
WCOMMENT® DE RANDWAARDEN WORDEN OP AUX DVERGESCHREVEN
EN WORDEN TIJDELIJK OP NUL GESTELDS
"FOR" I3= 1 "STEP® y ®UnTIL® H "DO"
MBEGIN® AUX[IJg= ULIlp AUX[I+MI:s= U[T+MSOeM]y
AUXTI#M2) 1= UMa(Tel)+i); AUX[I#M3)ss UlIeMl;
UfI)i= UMe(Iet)+1) 3= U[IxM) 3= ULI+MSQeMI3= O
"END";
WCOMMENT" DE BIJDRAGEN YAN AU WORDEN NU VIERKANT VOQOR
VIERKANT BEREKEND EN OPGETELD;
"FOR" EL$= { "STEP™ 1 "UNTIL®™ NSQ "DO*
"BEGIN® Ki3=s EL//N3 K233 EL o KixNy
Li= "IFY K2 = 0 "THEN® (K| @ J)sM2 ¢ M e 2
"ELSE® 2#(K1eN ¢ K2) = |}
AULLY 3= AUTLY #(7+¢H2K2/8)+U (L]
wUa (ULL+1Y +UTLAMI )¢ C(UTL+M2] #UTL$2)) /720
AULL#2) 13 AULL+2) # (T+H2R2/4) »U L +2)
wla(ULL+1Y 4+ IL#H$2) )+ CUTL#M242]¢UILY ) /2
AULL+M2) 1= AULL¢M2) ¢ (T4H2K2/74)xU L +M2)
s (ULLEMI UL #M241) ) 4 (UL #M242)+UTLIY/Z2;
AUCL#M2+42) 03 AULL#M2421+(T+H2K2/4)xU L +M242)
eUr(ULL+M42) +U(LeM2411) ¢ (UL +MRI sUTL42]) /723
AULL+1Y 3= AUTLe1Y ¢ (22¢H2K2)aU[L+1)
 edx(UILYI+UIL+2))m162UTLeMel] $24U[LEM24L]
AULL+M) 3= AUTL#M) ¢ (224H2K2) aU [L¢M)
eUa(UILT+ULL¢MRI)etoxU[LeMet] 22U IL#M+2]
AULL#M241183 AULLM241T4(224H2K2I AU [LeM2¢1])
eUA(UIL+N2+2) +UTL4M2) ) mtoxU (L eHeL) +22U L]y
AUTL+M#2) 3= AULL+M#2) ¢(22¢H2K2) 2U (LeMe2)
eUx (UIL+M242) +ULL#21 ) el bxU[LaMe1] 422U L4MY
AUTL+Me1Y 35 AULL#Me1) (o4 tH2K2%4) U [LeMe 1]
wloa(UlLe1] ¢UTLEHI ¢ULEMe2] #ULLIM2+L])
'END"’
"COMMENT" DE RANDWAARDEN WORDEN NU [N REKENING GEBRACHT}
"FOR" l:i= "STEP®" { "UNTIL" M *DO"
"BEGIN® Li= I AULL) 1= UILY 3= AUX([I)y
Ls= 1 ¢ MSQ =« M 3 aU(L)s= UIL) 3= AUX{I¢M)y
L3z Ma(l o 1) ¢ 13 AU(LIt= UILY 3= AUX(I¢M2)
Li® IaMj AULLIs= ULL) g= AUX([I¢M3]
"END"
"END"™ MATVEC:
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M3z N ¢ N ¢ {; M233 MeMy MIgz MeM2) MYGgs= MeM33
MS5Qs= MalM; NSQ3= Nellp His {/N; H2i= HaH; H2K23= H2aK2;
INIVECC1,488,U,0)3 INIVEC(1,45Q,F,0)1

"COMMENT" EVALUATIE VAN HET RECHTERLIDj

PFOR™ I3= M¢2 "STEP"™ M2 "UNTIL"™ MSQaM wpOW

"FOR" Jy=z] "STEP" 2 "UNTIL" IsMa3 "DO" FLJ)3= 4aH2y
"FOR®™ I;= M¢3 "STEP® (12 "UNTIL" MSQeM "pQ®

"FOR"™ J3=] "STEP" 2 "UNTIL" I¢MeS "DO® F[J];= 24H2)
"FOR" I3z M242 "STEP®™ M2 WUNTIL"™ MSQeM "DQ"

"FOR" Ji=l "STEP" 2 "UNTIL" I+Me3 "DO" FlJ]32 24H2j
"FOR™ I3z M24¢3 "STEP"™ M2 “UNTIL™ MSQeM "DQ"

"FOR"™ J3=1 "STEP" 2 "UNTIL" I+M=5 "DO" F[Jlga H2j

CONJ GRAD(MATVEC, U, F, 1, M8G, EPS > 1,0"ey0, IT, EPS);
OUTPUT (61, "("n, "("RESIDUNORMI")"eD,4D"eZD,
48" (" AAMTAL AANROEPEN VAN MATVEC3"™)"2ID,
4B" ("AANTAL ROOSTERPUNTEN;")"ZZZD,
08"("MAASNIJDTE:')“.DD,S/")',SQRT(EPS),IT,MSG,HJ'
JSTEP3= N//5; ISTEP;s JSTEPaM;
"FOR" I3 { "STEP"™ [STEP "UNTIL"™ MSQ e M ¢ | w*pO"
"BEGIN" OUTPUT (61,
BT/ S 0,00 041y seer 1,03 Y = ")*D,0,//™)", (1//1ISTEP)%0,1)}
YFOR" Jg= 1 "STEP* JSTEP WUNTIL* | + M « { "DO"
OUTPUT(68,"("BBeD,4D"eD")",ULJ]))
"END®
"END"
!END'
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UITGAVEN IN DE SERIE MC SYLLABUS

Onderstaande uitgaven zijn verkrijgbaar bij het Mathematisch- Centrum,
2e Boerhaavestraat 49 te Amsterdam-1005, tel. 020-947272.

Mcs 1.1 F. GOBEL & J. VAN DE LUNE, Leergang Besliskunde, deel 1:
Wiskundige basiskemnis, 1965. ISBN 90 6196 014 2.

MCS 1.2 J. HEMELRIJK & J. KRIENS, Leergang Besliskunde, deel 2:
Kansberekening, 1965. ISBN 90 6196 015 0.

MCS 1.3 J. HEMELRIJK & J. KRIENS, Leergang Besliskunde, deel 3:
Statistiek, 1966. ISBN 90 6196 016 9.

MCS 1.4 G. DE IEVE & W. MOLENAAR, Leergang Besliskunde, deel 4:
Markovketens, en wachttijden, 1966. ISBN 90 6196 017 7.

MCS 1.5 J. KRIENS & G. DE LEVE, Leergang Besliskunde, deel 5:

Inleiding tot de mathematische besliskunde, 1966.
ISBN 90 6196 018 5.

MCS 1.6a B. DORHOUT & J. KRIENS, Leergang Besliskunde, deel 6a:
Wiskundige programmering 1, 1968. ISBN 90 6196 032 O.

MCS 1.7a G. DE LEVE, Leergang Besliskunde, deel 7a: Dynamische pro-
grammering 1, 1968. ISBN 90 6196 033 9.

MCS 1.7b G. DE LEVE & H.C. T1JMs, Leergang Besliskunde, deel 7b:
Dynamische programmering 2, 1970. ISBN 90 6196 055 X.

MCS 1.7c G. DE LEVE & H.C. TIgMS, Leergang Besliskunde, deel 7c:
Dynamische programmering 3, 1971. ISBN 90 6196 066 5.

MCS 1.8 J. KRIENS, F. GOBEL & W. MOLENAAR, Leergang Besliskunde, deel 8:
Minimaxmethode, netwerkplarming, simulatie, 1968.
ISBN 90 6196 034 7.

MCS 2.1 G.J.R. FORCH, P.J. VAN DER HOUWEN & R.P. VAN DE RIET,
Colloquium stabiliteit van differentieschema's, deel 1, 1967.
ISBN 90 6196 023 1.

MCS 2.2 L. DEKKER, T.J. DEKKER, P.J. VAN DER HOUWEN & M.N. SPIJKER,
Colloquium stabiliteit van differentieschema's, deel 2, 1968.
ISBN 90 6196 035 5.

MCS 3.1 H.A. LAUWERIER, Randwaardeproblemen, deel 1, 1967.
ISBN 90 6196 024 X.

MCS 3.2 H.A. LAUWERIER, Randwaardeproblemen, deel 2, 1968.
ISBN 90 6196 036 3.

MCS 3.3 H.A. LAUWERIER, Randwaardeproblemen, deel 3, 1968.
ISBN 90 6196 043 6.

MCS 4 H.A. LAUWERIER, Representaties van groepen, 1968.

ISBN 90 6196 037 1.

MCS 5 J.H. VAN LINT, J.J. SEIDEL & P.C. BAAYEN, Colloquium discrete
wiskunde, 1968.
ISBN 90 6196 044 4.

MCS 6 K.K. KOKSMA, Cursus ALGOL 60, 1969. ISBN 90 6196 045 2.



MCs

MCs

7.1
7.2

MCs 8

MCs

MCs

MCs

MCs

MCs

MCs

MCS

MCs

MCs

MCs

MCs

MCs

MCs
MCs

 MCS 17.3

MCs

MCS

MCs

9.1

9.2

10

11

12

13

14

15.1

15.2

15.3

le6.1

16.2

17.1
17.2

18

19

20

Colloquium Moderne rekemmachines, deel 1, 1969. ISBN 90 6196 046 0.
Colloquium Moderne rekemmachines, deel 2, 1969. ISBN 90 6196 047 9.

H. BAVINCK & J. GRASMAN, Relaxatietrillingen, 1969.
ISBN 90 6196 056 8.

T.M.T. COOLEN, G.J.R. FORCH, E.M. DE JAGER & H.G.J. PIJLS, Ellip-
tische differentiaalvergelifkingen, deel 1, 1970.
ISBN 90 6196 048 7.

W.P. VAN DEN BRINK, T.M.T. COOLEN, B. D1JKkHUIS, P.P.N. DE GROEN,
P.J. VAN DER HOUWEN, E.M. DE JAGER, N.M. TEMME & R.J. DE VOGELAERE,
Colloquium Elliptische differentiaalvergelijkingen, deel 2, 1970.
ISBN 90 6196 049 5.

J. FABIUS & W.R. VAN ZWET, Grondbegrippen van de waarschijnligjk-
heidsrekening, 1970. ISBN 90 6196 057 6.

H. BART, M.A. KAASHOEK, H.G.J. P1JLS, W.J. DE SCHIPPER & J. DE
VRIES, Colloquium Halfalgebra's en positieve operatoren, 1971.
ISBN 90 6196 067 3.

T.J. DEKKER, Numerieke algebra, 1971. ISBN 90 6196 068 1.

F.E.J. KRUSEMAN ARETZ, Programmeren voor rekenautomaten; De MC
ALGOL 60 vertaler voor de EL X8, 1971. ISBN 90 6196 069 X.

H. BAVINCK, W. GAUTSCHI & G.M. WILLEMS, Colloquium Approximatie—
theorie, 1971. ISBN 90 6196 070 3.

T.J. DEKKER, P.W. HEMKER & P.J. VAN DER HOUWEN, Colloquium Stijve
differentiaalvergelijkingen, deel 1, 1972. ISBN 90 6196 078 9.

P.A. BEENTJES, K. DEKKER, H.C. HEMKER, S.P.N. VAN KAMPEN &
G.M. WILLEMS, Colloquium Stijve differentiaalvergelijkingen,
deel 2, 1973. ISBN 90 6196 079 7.

P.A. BEENTJES, K. DEKKER, P.W. HEMKER & M. VAN VELDHUIZEN,
Colloquium Stijve differentiaalvergelijkingen, deel 3, 1975.
ISBN 90 6196 118 1.

L. GEURTS, Cursus Programmeren, deel 1: De elementen van het
programmeren, 1973. ISBN 90 6196 080 O.

L. GEURTS, Cursus Programmeren, deel 2: De programmeertaal
ALGOL 60, 1973. ISBN 90 6196 087 8.

P.S. STOBBE, Lineaire algebra, deel 1, 1974. ISBN 90 6196 090 8.
P.S. STOBBE, Lineaire algebra, deel 2, 1974. ISBN 90 6196 091 6.
N.M. TEMME, Lineaire algebra, deel 3, 1976. ISBN 90 6196 123 8.

F. VAN DER BL1J, H. FREUDENTHAL, J.J. DE IONGH, J.J. SEIDEL &
A. VAN WIJNGAARDEN, Een kwart eeww wiskunde 1946-1971, Syllabus
van de Vakantiecursus 1971, 1974. ISBN 90 6196 092 4.

A. HORDIJK, R. POTHARST & J.TH. RUNNENBURG, Optimaal stoppen van
Markovketens, 1974. ISBN 90 6196 093 2.

T.M.T. COOLEN, P.W. HEMKER, P.J. VAN DER HOUWEN & E. SLAGT,
ALGOL 60 procedures voor begin- en randwaardeproblemen, 1976.
ISBN 90 6196 094 0.



MCSs

MCS

MCS

MCS

MCS

MCS

MCS

MCS

MCSs

MCs

MCS

MCs

MCS

21

22

23.1

23.2

N
'y
-

25

26.1

26.2

27

28

29.1

29.2

32

33

34

J.W. DE BAKKER (red.), Colloquium Programmacorrectheid, 1975.
ISBN 90 6196 103 3.

R. HELMERS, F.H. RUYMGAART, M.C.A. VAN ZUYLEN & J. OOSTERHOOF,

Asymptotische methoden in de toetsingstheorie toepassingen van
naburigheid, 1976. ISBN 90 6196 104 1.

J.W. DE ROEVER (red.), Colloquium Onderwerpen uit de biomathe-
matica, deel 1, 1976. ISBN 90 6196 105 X.

J.W. DE ROEVER (red.), Colloquium Onderwerpen uit de biomathe-
matica, deel 2, 1976. ISBN 90 6196 115 7.

P.J. VAN DER HOUWEN, Numer
gelijkingen, deel 1: Eenstapsmethoden ,

1974. ISBN 90 6196 106 8.

ieke integratie van differentiaalver—
1

Colloquium Structuur van Programmeertalen, 1976.
ISBN 90 6196 116 5.

N.M. TEMME (red.), Nomlinear Analysis, volume 1, 1976.
ISBN 90 6196 117 3.

N.M. TEMME (red.), Nonlinear Analysis, volume &2, 1976.
ISBN 90 6196 121 1.

M. BAKKER, P.W. HEMKER, P.J. VAN DER HOUWEN, S.J. POLAK &
M. VAN VELDHUIZEN, Colloquium Discreteringmethoden, 1976.
ISBN 90 6196 124 6.

O. DIEKMAN, N.M. TEMME (EDS.), Nonlinear Diffusion Problems, 1976.
ISBN 90 6196 126 2.

J.C.P. BUS (red.), Numerieke Programmatuur, deel 1A, deel 1B, 1976.
ISBN 90 6196 128 9.

J.C.P. Bus (red.), Numerieke Programmatuur, deel 2,
ISBN 90 6196 144 O.

J.H. VAN LINT (red.), Inleiding in de Coderingstheorie, 1976.
ISBN 90 6196 136 X.

L. GEURTS (red.), Colloquium Bedrijfssystemen, 1976.
ISBN 90 6196 137 8.

P.J. VAN DER HOUWEN, Differentieschema's voor de berekening van
waterstanden in zeeén en rivieren, ISBN 90 6196 138 6.

J. HEMELRIJK, Orienterende cursus mathematische statistiek,
IBSN 90 6196 139 4.

De met een * gemerkte uitgaven moeten nog verschijnen.



	02494585   29.1a.tif
	02494586.tif
	02494587.tif
	02494588.tif
	02494589.tif
	02494590.tif
	02494591.tif
	02494592.tif
	02494593.tif
	02494594.tif
	02494595.tif
	02494596.tif
	02494597.tif
	02494598.tif
	02494599.tif
	02494600.tif
	02494601.tif
	02494602.tif
	02494603.tif
	02494604.tif
	02494605.tif
	02494606.tif
	02494607.tif
	02494608.tif
	02494609.tif
	02494610.tif
	02494611.tif
	02494612.tif
	02494613.tif
	02494614.tif
	02494615.tif
	02494616.tif
	02494617.tif
	02494618.tif
	02494619.tif
	02494620.tif
	02494621.tif
	02494622.tif
	02494623.tif
	02494624.tif
	02494625.tif
	02494626.tif
	02494627.tif
	02494628.tif
	02494629.tif
	02494630.tif
	02494631.tif
	02494632.tif
	02494633.tif
	02494634.tif
	02494635.tif
	02494636.tif
	02494637.tif
	02494638.tif
	02494639.tif
	02494640.tif
	02494641.tif
	02494642.tif
	02494643.tif
	02494644.tif
	02494645.tif
	02494646.tif
	02494647.tif
	02494648.tif
	02494649.tif
	02494650.tif
	02494651.tif
	02494652.tif
	02494653.tif
	02494654.tif
	02494655.tif
	02494656.tif
	02494657.tif
	02494658.tif
	02494659.tif
	02494660.tif
	02494661.tif
	02494662.tif
	02494663.tif
	02494664.tif
	02494665.tif
	02494666.tif
	02494667.tif
	02494668.tif
	02494669.tif
	02494670.tif
	02494671.tif
	02494672.tif
	02494673.tif
	02494674.tif
	02494675.tif
	02494676.tif
	02494677.tif
	02494678.tif
	02494679.tif
	02494680.tif
	02494681.tif
	02494682.tif
	02494683.tif
	02494684.tif
	02494685.tif
	02494686.tif
	02494687.tif
	02494688.tif
	02494689.tif
	02494690.tif
	02494691.tif
	02494692.tif
	02494693.tif
	02494694.tif
	02494695.tif
	02494696.tif
	02494697.tif
	02494698.tif
	02494699.tif
	02494700.tif
	02494701.tif
	02494702.tif
	02494703.tif
	02494704.tif
	02494705.tif
	02494706.tif
	02494707.tif
	02494708.tif
	02494709.tif
	02494710.tif
	02494711.tif
	02494712.tif
	02494713.tif
	02494714.tif
	02494715.tif
	02494716.tif
	02494717.tif
	02494718.tif
	02494719.tif
	02494720.tif
	02494721.tif
	02494722.tif
	02494723.tif
	02494724.tif
	02494725.tif
	02494726.tif
	02494727.tif
	02494728.tif
	02494729.tif
	02494730.tif
	02494731.tif
	02494732.tif
	02494733.tif
	02494734.tif
	02494735.tif
	02494736.tif
	02494737.tif
	02494738.tif
	02494739.tif
	02494740.tif
	02494741.tif
	02494742.tif
	02494743.tif
	02494744.tif
	02494745.tif
	02494746.tif
	02494747.tif
	02494748.tif
	02494749.tif
	02494750.tif
	02494751.tif
	02494752.tif
	02494753.tif
	02494754.tif
	02494755.tif
	02494756.tif
	02494757.tif
	02494758.tif
	02494759.tif
	02494760.tif
	02494761.tif
	02494762.tif
	02494763.tif
	02494764.tif
	02494765.tif
	02494766.tif
	02494767.tif
	02494768.tif
	02494769.tif
	02494770.tif
	02494771.tif
	02494772.tif
	02494773.tif

